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COURS 



A N A L Y S 



DE L’ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 


PREMIÈRE PARTIE. 


INTRODUCTION. 


Les éléments des Mathématiques présentent deux divisions 
bien tranchées : d’une part, l’Arithmétique et l’Algèbre; de 
l’autre, la Géométrie. Rien de plus différent, à leur début, que 
les considérations et les méthodes propres à ces deux parties 
d’une même science, et, bien qu’associées dans la Géométrie 
analytique, elles restent essentiellement distinctes si loin 
qu’on les poursuive, et paraissent se rapporter à des aptitudes 
et à des tendances intellectuelles spéciales. Ce double point 
de vue de l’Algèbre et de la Géométrie se retrouve dans le 
Calcul différentiel et le Calcul intégral; on peut dire en effet 
de ces nouvelles branches de Mathématiques qu’elles sont 
comme une Algèbre plus vaste et plus féconde, appliquées à 
des questions de Géométrie inaccessibles au Calcul élémen- 
taire, telles que la quadrature des courbes, la détermination 
des volumes limités par des surfaces quelconques, la rectifi- 
cation des courbes planes ou gauches, etc. 

Cet aperçu ne justifie point au premier abord la dénomina- 
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lion, souvent employée, de Calcul infinitésimal, qui semble 
annoncer une élude ei une science de d’infini, résultant d’un 
rôle plus étendu de cette notion que dans les éléments. En 
réalité, le rôle de l’infini, dans ces régions élevées des Mathé- 
matiques, est en entier résumé dans un petit nombre de propo- 
sitions du caractère le plus simple, et telles qu’on pourrait les 
énoncer et les démontrer dès le commencement de la Géo- 
métrie. C’est l’application répétée de ce^ mêmes propositions 
qui constitue ce qu’on nomme la méthode infinitésimale, 
méthode qui sera bientôt exposée, et dont il sera donné dans 
ce Cours de nombreux exemples. Mais, t dès à présent, nous 
devons dire qu’en se montrant de plus' en plus féconde la 
notion de l’infini reste toujours simplement la notion d’une 
grandeur supérieure à toute grandeur donnée, et que les con- 
ditions de son emploi restent toujours celles des éléments de 
la Géométrie. Autant que peut le donner un premier aperçu, 
l’objet de ces leçons est donc une continuation de l’Algèbre, 
en y joignant quelques principes très-éléinentaires sur l’in- 
fini, qui conduisent à résoudre par le calcul les questions de 
Géométrie dont il a été parlé précédemment. Avant d’entrer 
en matière, il est donc naturel de jeter un coup d’œil sur l’Al- 
gèbre, afin de ne laisser aucune solution de continuité entre 
ce cours et l’enseignement qui l’a précédé. 

Je rappellerai d’abord qu’on a commencé par étendre aux 
quantités liilérales les opérations ordinaires de l’Arithmé- 
tique, addition, soustraction, multiplication et division. On 
traite ensuite de la résolution des équations et systèmes d’é- 
quations du premier degré, et l’on aborde enfin les équations 
de degré quelconque. Or, à propos de la div’sion algébrique, 
apparaît déjà la considération tonte spéciale des polynômes 
ordonnés par rapport aux puissances d’une variable, dont l’é- 
lude, plus approfondie, constitue précisément ce qu’on nomme 
la théorie générale des équations. Les éléments d’Algèbre 
ont donc pour principal objet les propriétés des fonctions 
rationnelles et entières d’une variable, et ils conduisent ainsi 
à X Analyse, c’est-à-dire à l’élude générale des fonctions. Ce 
qui concerne la résolution des équations du premier degré à 
plusieurs inconnues se rattache d’ailleurs au même point de 
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vue, car alors on ne fait au fond qu’établir certaines proprié- 
tés d’un système de fonctions linéaires de plusieurs variables. 
Mais ici il importe de rendre parfaitement clair ce qu’on en- 
tend dire par étude générale des fonctions. 

Il a été question tout à l’heure de polynômes; or les élé- 
ments conduisent encore à d’autres expressions qu’on nomme 
transcendantes, par exemple l'exponentielle et le logarithme, 
et en second lieu le sinus, le cosinus, la tangente d’un arc. 
Les premières sont étudiées en Algèbre même, çt les autres 
sont le sujet de la Trigonométrie, qui n’est visiblement qu’un 
chapitre spécial d’AIgèbre, donnant, parmi bien d’autres con- 
séquences, la résolution numérique des triangles, Maintenant 
on peut poser cette question : N’existe-t-il de fonctions que 
celles dont nous venons de parler et leurs combinaisons? 
Si la réponse était affirmative, l’Analyse laisserait apercevoir 
ses bornes, son champ serait fini et limité; mais il est bien 
loin d'en être ainsi, le Calcul différentiel et le Calcul intégral 
étendent indéfiniment leur domaine en fournissant l’origine 
et posant la base de l’étude d’un nombre infini de fonctions 
nouvelles. Ainsi l’on comprend que Lagrange ail donné à l’un 
de ses Ouvrages, qui est précisément consacré à une exposi- 
tion des principes du Calcul différentiel et du Calcul intégral, 
le titre de Leçons sur le Calcul des fonctions. En suivant la 
pensée de ce grand géomètre, nous allons présenter sur les 
fonctions connues par les éléments quelques considérations 
qui serviront d’introduction à ce Cours, et dont il sera souvent 
fait usage par la suite. 

Les fonctions se divisent en deux catégories, suivant qu’elles 
sont algébriques ou transcendantes, et voici d’abord la défini- 
tion des premières. Une quantité y sera dite, dans le sens le 
plus général, fonction algébrique de x, quand elle satisfera à 
une équation 

F(x, j) = o, 

dont le premier membre est un polynôme rationne) et entier 
par rapport à l’inconnue y et à la variable indépendante x. Les 
fonctions transcendantes sont toutes celles qui ne peuvent 
vérifier la condition précédente, comme logjr, sinx, cosx, 

l" Partie. I 1 * 

I 


Digitized by Google 



3 


CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


et une infinité d’autres. Nous allons d'abord nous occuper des 
premières. Lorsque l’cquation ci-dessus F(x, y)— o est du 
premier degré, elle donne pour y le quotient de deux poly- 
nômes : c’est le cas des fonctions rationnelles ; ou simplement 
un polynôme : c’est le cas des fonctions entières, dont les pro- 
priétés sont le principal objet des éléments de l’Algèbre. A l’é- 
gard des fonctions rationnelles, le faille plus important, et qui 
joue dans l’Analyse un grand rôle, consiste en ce qu’elles sont 

décomposables en une somme de termes de la forme 7- -» 

1 (x — a 

qu’on nomme fractions simples. Nous allons le rappeler suc- 
cinctement, pour en indiquer ensuite quelques conséquences. 


Fonctions rationnelles. 


I. Soient F(x) et F,(x) deux polynômes entiers de degrés 
quelconques et sans facteurs linéaires communs. En posant 

F(*) = 


de sorte que les exposants «, £,..., ). soient respectivement 
les degrés de multiplicité des facteurs x — a, x — b,..., x — I, 


la formule de décomposition de la fonction /(x) = 


F,(-r) 

F(x) 


con- 


siste dans cette égalité 


A 

A, 

A.„ 

x — a 

l* — "Ÿ ' 

■■ 1 i*-«r 

B 

B. , 

. V' 

x — b 1 

(x — b) } 

l* — b)* 

L 

L, 

1 k* - ' . , 

X — / 1 

(x-ty ■■ 



où P est la partie entière du quotient de F,(x) par F(x), ce 
qui donne une détermination immédiate et directe de ce po- 
lynôme. Pour obtenir les numérateurs des fractions simples, 
écrivons la fonction proposée de cette manière, savoir : 


/(x) = 



A, 

(* — «)’ 







le terme étant formé de la réunion de la partie entière P 
<p(x) 

avec toutes les fractions qui ne contiennent pas x — a en dé- 
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nominateur. Il s'ensuit que ce binôme n’entre pas en facteur 
dans <f»( jc ), de sorte qu’en posant x — a 4- A, ce qui donnera 


f[a + h) = j 


A, 

A 1 


A,., 

A* f[n -+- h) ' 


le terme indépendant de h dans l’expression 


=?(«)-+-- y'(") 


A* 


T» 


sera différent de zéro. En divisant <p,{a + A) par <p(a-+-/i), 
après avoir ordonné les deux polynômes suivant les puissances 
croissantes de h, le quotient obtenu d’après les règles de l’Al- 
gèbre ne contiendra donc que des puissances positives de cette 
quantité. Ainsi les termes 



représenteront précisément la portion du développement de 
f(a ■+• h), qui contient les puissances négatives de h. 


Soit, par exemple, la fonction 


— i dont la décompo- 


silion en fractions simples sera utilisée dans le Calcul intégral, 
et écrivons 


A, 


( JT* — I )“ X — I (x — l)’ 

B B, 

H H r, 

JC -h I 

En posant d’abord x = i + h, d’où 


A. ., 

(x-l)* 

B. . 


if 


on voit que le développement à effectuer dépend de la for- 
mule du binôme, dans le cas de l’exposant négatif. Or nous 
parviendrons bientôt à cette extension si importante de la for- 
mule obtenue pour un exposant entier et positif, et qui per- 
mettra d’écrire la suite infinie 


i» + *r = 


i 

a* 


a A a(a-t-t) A* a (a i)(a -+• a) A’ 
i a* 11 "*" i.a a* 1 ’ 1 i.a.3 a*’*~ + '"’ 

. , , tl *(»+l)...(*+/-l) H 

+ r 


I . 
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t; (» + *)’• =7771 “T 


a «A* i a* +, A*' 


+ (-«)' 




i .a. . 


et, par conséquent, res valeurs 


A..,= 
A. , = ■ 


A..,- 


I 

a*' 

a i 

T a * +1 ’ 

a(a-t-l) i 
i . a a* + 


(g -n) i 
M a***A*~’ 

. . lu — a) i 
. (a — i) a’^'A 


. , *( *-+- il .. . (aa — a) i 

i.a...(a— i) a : * 1 

Quant aux numérateurs B, B,, . . . , ils se déduiront immédia- 
tement des précédents par la relation 

B. = (- 1 )‘*' A,. 

II. Considérons encore l’expression plus générale 

i 

(x — a)**' (x — b)*+' ’ 

afin d’indiquer un autre procédé de décomposition où nous 
n’emploierons la formule du binôme que dans le cas de l’ex- 
posant entier et positif. Partant à cet effet de l’égalité 

et changeant a en a -f A, b en b ■+- k, nous développerons les 
deux membres suivant les puissances de h et k, à l’aide des 


formules suivanles : 

i i 

A A* A • 

x — a — h x — n 

(x — ffj ! (X — fl) 1 ’ (x — fl) arl 

i _ i 

A A* A? 

x — b — k x — b 

(X — A) 1 * (X — A) 1 1 ’ 1<C -_A,M + 

I I 

, *-* 

(a h- A) — (A -t- /) a — 

-A (n — A)’ (a — A) 1 


1 _ __L_ ( 1 

(x — «r)(x — A) n — A \x — a 
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On obtiendra ainsi dans le premier, pour le coefficient du 

terme h'k*, la fraction proposée ; r- rr, ; rr*z; * cl il 

r r (x — «)*+' (x — o)'-*" 

est clair que le groupe des fractions simples relatives au bi- 
nôme x — a, par exemple, sera le coefficient du même terme 
dans le produit des séries 


_j i h h ' 

x — a — h x — a (x — a)’ (x— >«)' 

i i a - h [k-h y 

(o -+- /i) — [b -+- A) ’ ii — b (o — b) 1 [a — b)‘ ’ ’ ‘ 


Soit donc, pour abréger, 


(m, n) = (- 1 )* 


i . a . 3 . . . (m -t- n) 
l . a . . . ai . i . a . . . a 


le coefficient de A"A" dans le développement de (k — A)****, 
les multiplicateurs des fractions 


i i i 

x—a’ (x — «J 1 ’ ’ (x — a)* 

seront évidemment 


(P.«) (P ,«-0 (P.o) 

(a— A)* + »*'’ (a — 6)»”' 

et l’on trouvera de même, pour les fractions 

i i i 

x — b' (x — b) J ' ’ (x — A)** 1 ’ 


les coefficients 

U. PI 


— Ai*'»* 1 ’ 


(a -b)' 


(p-i.*), 

bÿ^' 


(« 


(o, a) 

(« — ij* 


III. Dans l’ensemble des fractions simples, telles que , — — - * 

r n (x — a) m 

on doit distinguer tout particulièrement celles où l'exposant m 

est égal à l’unité. Le numérateur A de ces fractions a reçu de 

Cauchy un nom particulier; l'illustre géomètre l’appelle le 

résidu de la fonction considérée /(x), relatif à la quantité a, 

et de ce qui précède résulte qu’on peut le définir d’une 
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autre manière, comme le coefficient de | dans le dévelop- 
pement de f(a + h) suivant les puissances ascendantes de A. 

Sous ce point de vue plus général, il ne sera plus nécessaire 
de supposer la fonction rationnelle; en prenant, par exemple, 

f(x) — , le résidu relatif à une racine quelconque x—ni: 

de l’équation sinx = o sera le coefficient de ÿ dans le déve- 
loppement de l’expression 

» - (— »V , /i \ 

8in(/iir -+- h) “ sinA ' ' \Â"*"6 


c’est-à-dire ( — i )". 

C’est seulement dans le Calcul intégral qu’on pourra apprécier 
l’importance de cette notion analytique des résidus; en ce 
moment, je me bornerai à indiquer l’application qu’elle reçoit 
dans ce théorème de Lagrange (*}. Reprenant la fonction ration- 

P , x) 

nelle générale f[x) — ~ — -» je dis que le groupe des frac- 

t\x) 

lions simples 

AA, A. , 


x — a ( x — «)’ 

est le résidu de l’expression 


(*-«)* 


f[n - +• fi) 
x — a — li 


où l’on considère comme variable la quantité A, relativement 
à la valeur A = o. 

En effet, le développement de /(a -t- A) résulte, comme on 
l’a vu plus haut, de l’équation 


/(« ■+■ A) = : 


A«-, 

A* <t[a -+-//)’ 


(*) Actes de l' Académie de Berlin , année 1791. Jacobi en a fait une belle et 
importante application dans un Mémoire intitule : Demomt ratio nova theo - 
rematis A Mi a ni ( Journal de C relie , t. XXIV). 
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on a d’ailleurs par la simple division 

ii h A*-' 

x — a — It x — a (x — a )’ (x — a )• _t " ' ' " 1 

de sorte qu'il reste seulement à chercher le coefficient de ^ 

dans le produit de ces deux séries ordonné suivant les puis- 
sances croissantes de cette quantité. Or on peut, dans la pre- 
mière, faire abstraction du terme — - rr» dont le dévelop- 

ç(a-t-n) r 

pement ne fournil que des puissances positives, et l’on trouve 
bien, pour le coefficient cherché, la valeur 

A A i A _ , 

JL -f- . , , -+. — • 

x — a (x — a ) 1 (x — «)* 

Ce théorème est remarquable comme donnant, pour la dé- 
composition d’une fraction rationnelle en fractions simples, 
une expression analytique qui conserve le même énoncé dans 
le cas des facteurs linéaires simples ou multiples du dénomi- 
nateur. 

IV. Comme dernière remarque sur les fonctions ration- 
nelles, j’observerai que la décomposition en fractions simples 
permet de former immédiatement leurs dérivées d’ordre quel- 
conque. La question se réduit en effet à obtenir la dé- 
rivée ri*" de la quantité 

■ r “ (x — «)*’ 

qu’on trouve en l'écrivant sous celte forme 

y- (*_«)-*; 

car il vient ainsi sucessivement 
y' = -A(x 

y* = + f(* + i)(x-a)- M , 

.r"= -*(* + !)(*-•-»)(* -a)-*-*, 

•••••! 

et en général 

/W = (- i)'A(Ah-i). 
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Prenons comme exemple 


r , . Aï+B, 


Il suffira d’écrire 

f( x ) - 

pour obtenir de suite 


i r A* + B A a — B *1 
i a \_ x — a x -a- a J 


y»(x) _ (- 0 - r A ff B Kn- B *| 
i.i... n a a |_(x — a )’*' * r -t- a )“* ' J 

Soit en particulier a — y— i , A = o, B = i,on sera amené 
à l'expression 


/»(* ) _ (-»)• f i ' 

ay/— i I (-t — v/— i )"*' (x y— i 


qui prend une forme très-simple si l’on pose x — 
aurons en effet 


cos 9 
sin 9 


• Nous 


(x-z^rr 


sin" +l ? 

(cosy — v/— i siniji)’" ' 

sin" ,, <j< [cos(« ■+■ i)ÿ ■+• y — i sin (n -h i )tl 


(x-*-/ — i)"’’ (cos? -t- y/— i sinç)" ' 

= sin"' H ? [cos(// -i- 1)? — /— i sin(w -s- 1)?], 


cl, par conséquent, 

fwtx) 

— (— i)’ sin" +l ? sin(« -i - 1 ) <p. 

i .i. . . n , T ' T 

En remarquant que f{x) — — T — - est la dérivée de 

1 “ 4 ” X 

arc langx, on voit qu'on a ainsi obtenu la dérivée d’ordre 
n -4- i de celle fonction ( * ). 


(•) Bertrand (J.), Traité de Calcul différentiel et de Calcul intégral, t. I, 
p. i{3. ( Paris, (iaulhirr-Yillars ; i8ti.{.)* 
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Fonctions algébriques. 

L’étude des fonctions algébriques non rationnelles, définies 
comme racines de l’équation F(x, j) = o, conduit à un grand 
nombre de beaux résultats appartenant à la fois à l’Algèbre et 
au Calcul intégral, et qui mettent ainsi en évidence une étroite 
liaison entre ces deux parties, au premier abord, si éloignées 
de l’Analyse. Quelques-uns de ces résultats, dont nous aurons 
plus tard à faire usage, s’obtiennent très-facilement, et nous 
allons les donner après avoir, à celte occasion, complété en 
plusieurs points importants ce qu’on enseigne de la théorie 
des équations dans les éléments. 

I. Soit 

F (x) = o 

une équation de degré n, je dis qu’en désignant par f{x) une 
fonction rationnelle quelconque, et posant 

.)■ = /(*). 

celle nouvelle quantité y appartiendra encore à une équation 
de degré n. 

Soient, en effet, a, b, c,..., / les diverses racines de l'équation 
considérée, toutes les déterminations de y seront évidemment 

/(«), f(b), f(c) /(/), 

c’est-à-dire précisément au nombre de n; ainsi l’équation 
transformée en y sera bien du même degré que la proposée. 
De cette observation si simple résulte une conséquence impor- 
tante. Considérons d'abord, pour fixer les idées, l’ensemble 
des équations d'un degré donné dont les coefficients sont des 
nombres entiers. Leur nombre est infiniment grand, mais elles 
ne se trouvent point dans une complète indépendance les 
unes par rapport aux autres; ce qu’on vient d'établir conduit, 
en effet, à réunir dans une même classe toutes celles qui se 
déduisent d'une d’entre elles, F(x) = o, par la substitution 
y— J(x). Le degré sera d'abord le même, et leurs coefficients 
encore entiers, si les polynômes en x qui entrent au numéra- 
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teur et au dénominateur de /(x)sonl à coefficients entiers. 
On voit qu’ainsi la résolution de l’équation F(x) = o entraî- 
nera la résolution de toutes celles de la classe, et, sous un 
point de vue plus général, on pourra dire qu’on a, de la sorte, 
réuni les équations dont les racines sont de môme nature et 
contiennent les mêmes irralionnalilés. C'est à la théorie des 
nombres ou à l’Arithmétique supérieure qu’appartient le dé- 
veloppement de cette idée, indiquée ici en quelques mots, et 
l’on donne plus particulièrement le nom de théorie des formes 
à l’ensemble des recherches qui se rapportent à ce beau et 
vaste sujet. 

A l’égard des équations entre deux variables F(x, y) = o, 
il existe une considération analogue, mais plus difficile et 
plus profonde; et je me bornerai à établir la notion de classe, 
en énonçant seulement, d'après Riemann, la condition sui- 
vante : 

Deux équations F(x, y) = o , F,(«, v) = o appartiendront à 
la môme classe lorsqu’on pourra passer de la première à la se- 
conde en posant 

“=/(*./). *=£(*, y), 

les fonctions / et /, étant rationnelles en x et y, et telles, 
qu’inversement on puisse exprimer x et y en fonctions ration- 
nelles de u et v (*). 

II. J’établirai maintenant cette proposition importante que 
toute fonction rationnelle f(x) d'une racine d’une équation 
de degré n, F(x)= o, est réductible à la forme d’un polynôme 
de degré n — i, savoir : 

f[x) - «/■' -+- À. 

Supposons d’abord que f[x) soit simplement une fonction 
entière, de sorte qu’on ail 

f(x)~ Axr-I-Bjri-'H- .... 

et divisons ce polynôme par F(x), de manière à obtenir l’é- 


(*) Ri i;m ans, Théorie des fonctions abéliennes , § 13 {Journal de C relie , 18J7). 
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/(x) = F(x)Q + R, 

où Q désigne le quotient et R le reste. On en conclura, pour 
toutes les racines de l’équation proposée F(x) = o, 


/(X) -■= R. 


C’est le résultat annoncé, attendu que le reste R est un po- 
lynôme en x de degré moindre que le diviseur, et au plus 
égal à n — i. 

Supposons ensuite que /(x) soit le quotient de deux poly- 


nômes, c'est-à-dire de la forme f[x) = 


?'(•*•) 

?(•*)’ 


et, pour plus 


de simplicité, admettons que l’équation soit seulement du 
troisième degré. Si l'on désigne par a, b, c ses racines, il 
s’agit alors de prouver qu’on peut déterminer les trois coeffi- 
cients x, j3, y de manière que l’égalité suivante 


/(x) = JX 1 •+■ px-t- y 


soit satisfaite, en supposant successivement x = a, x — b, 
x = c. Or les équations 


f(a) = a«’ •+• pa- 1- y, 
f(b) = a/;’ -t- pli -+- 7, 
J (c) = ar 1 -+- p c ■+■ 7 


ne présenteront jamais ni impossibilité ni indétermination; 
car le dénominateur commun des valeurs des inconnues est 
le déterminant du système 

a 1 a i 
b' b i . 
t:’ c I 

c’est-à-dire, au signe près, le produit (a — b)(a — c)(b — c), 
et ne s'évanouira que dans le cas de deux racines égales. 
Excluant ce cas, nous observerons que le système des trois 
équations ne change point, de quelque manière qu’on per- 
mute a, b, c; par conséquent, les coefficients a, (3, y sont des 
fonctions symétriques des racines, et s’exprimeront rationnel- 
lement au moyen des coefficients de l’équation proposée. 
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Le même raisonnement subsistant quel que soit le degré de 
cette équation, la proposition est complètement démontrée. 

111. Il ne sera pas inutile de donner, avant d'aller plus loin, 
quelques applications simples des considérations précédentes. 
Soit donc l'équation 

x 1 — Sx 1 -f- 6 x — i = o, 

et posons 

y — x’ — 4 x-i- 4 ; 

la transformée en y, que nous savons à priori devoir être du 
troisième degré, s’obtiendra en effet comme il suit. 

Déduisons ces deux relations de la proposée, en multipliant 
les deux membres successivement par x et x’, savoir : 

xy = x 1 — 4 x’ -+- 4 x, 
x’y = x* — 4 x 1 -+- 4 x’ ; 

puis, en employant la proposition du paragraphe précédent, 
ramenons les seconds membres à des binômes du second 
degré , qui seront les restes obtenus en les divisant par 
x' — 5x’ -+- 6x — i. On parviendra ainsi aux trois relations 

y = x- 1 — 4X-1-4, 
xy = x’ — jj+i, 
x’y = 3x’ — 5x -t- i ; 

et en les écrivant de celle manière 

x* — 4x 4 - y = o, 
x 1 — j(i+y) + i = o, 
x’(3 — y) — 5x -+-l = o, 

on voit que l'équation cherchée s’obtiendra en égalant à zéro 
le déterminant du système 

i 4 4 —y 

i 2 -h y i 

3 -y 5 i 

Or on reproduit ainsi l'équation proposée, savoir : 

y’ — 5y 5 -h 6 y — i = o, 
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d’où résulte que, si n désigne une de ses racines, la quan- 
tité a’ — 4<r 4-4 sera pareillement une racine, mais non la 
même, car l’égalité a?— 4a 4 * 4— « donnerait les valeurs 
inadmissibles l’une et l'autre a = i,a = 4. Maintenant on 
obtient, par la formule connue, 


3a 

et l’on en déduit 






v/a-T^y-v/a-^) 


ce qui doit se ramener à 96 , en désignant par b une des deux 
autres racines, savoir : 


96 = i5 + 3. + 3,> \Jl ~ -■ V'-a, 

c étant l’une des racines cubiques imaginaires de l'unité. C’est 
là un exemple de transformation, où un système de quatre ra- 
dicaux cubiques se réduit à deux seulement, qui échappe 
tout à fait aux règles du calcul élémentaire. 

I 

IV. La proposition démontrée au § II fait voir que toute 
fonction rationnelle f(x, y) de la variable indépendante et 
d’une racine de l’équation de degré n, ¥{x, y) = o, est tou- 
jours réductible à la forme 

/(•*•. r) = “j "' 1 ■+■ Pj" - ’-»-- 

dont les coefficients sont rationnels en x. Mais c’est encore 
une autre forme, conséquence immédiate de la précédente, 
que l’on emploie dans une théorie importante du Calcul inté- 
gral. Multiplions et divisons f(x, y) par la dérivée, prise par 
rapport à y, du premier membre de l’équation proposée, il 
viendra 

, (*/*"' -f-Pr"-’ ..)F’(x, r) 

f X. Y) = J • 
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*4 

Or, en effectuant au numérateur la multiplication indiquée, 
on trouvera un polynôme entier en y, qui se ramènera, comme 
on l’a déjà vu, au degré n — i. Par suite, il viendra 


f(*'S) 


G /— - + Hr— 
Fl*. X) 


G, H,. . . étant rationnels en x ; c’est la forme employée pour 
la première fois par Abel, et qui figure dans les travaux de 
Riemann, de MM. Ciebsh et Gordan sur les intégrales de dif- 
férentielles algébriques. En l'appliquant au cas simple de 
l’équation 

r’ = x, 


nous en déduirons l'expression suivante 


/(*. y) = 


G|/X + H 


v'X 


= G 


H 

yj\ 


et nous observerons que la fonction rationnelle H étant décom- 
posable en une partie entière, c’est-à-dire en termes tels 


que ax k , et en fractions simples 



il s’ensuit que la 


partie irrationnelle de la fonction f(x,y) se trouve pareille- 
ment décomposée en éléments qui sont de ces deux espèces, 
savoir : 

nx* A 

V^X — 


Ce résultat nous sera utile par la suite. 


V. Dans ce qui précède, nous n’avons considéré que la 
forme extérieure en quelque sorte des fonctions algébriques 
irrationnelles, nous allons maintenant faire un pas de plus, 
en nous limitant d’ailleurs à cette même expression 


/(*, v/x), 

où je supposerai X un polynôme entier de degré pair a m. 
Soit alors en décomposant en facteurs linéaires 

X = A (x — a) [x — h ). . .(.r — l), 
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nous tirerons de cette transformation bien simple, savoir : 

une conséquence importante. 

Posons, en effet, en introduisant une nouvelle variable, 


x — b 


ce qui donne 


- 1 , 


b —nt 

r ~ l — 7 ' 


nous en conclurons aisément 


v X = (7TÏ7 v 'a« c) t J. . \b - I - (« - /) 7], 

et l’on voit que le nouveau radical carré fonction de t ne ren- 
ferme plus cette variable qu’au degré 2/»— 1. Posons donc 
pour un instant 

T = Af[è — <■-(«- r)/]... [6 -/-(fl — /)/]; 
l’expression f[x, ^X), se transformant en celle-ci 

Anf_ v /Ï 

J \'-‘ c -ir 

pourra se représenter simplement par 

?(', /H. 

9 désignant encore une fonction rationnelle de la nouvelle 
variable et du radical v^T. La substitution que nous venons 
d’employer a ainsi pour conséquence de ramener une caté- 
gorie d’irrationnelles algébriques à une autre de même espèce, 
mais plus simple. Soit, par exemple, 

111 = 1 et X = A (.r— »)( x — b)\ 

alors T se réduira à At, et l’on voit de suite qu’il suffira de 
poser 1 — 9 1 pour faire disparaître le radical et obtenir une 
fonction rationnelle par rapport à 0 . D’où ce résultat impor- 
tant, que les irrationnelles dépendant de la racine carrée d’un 
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trinôme du second degré deviennent de simples fonctions 
rationnelles par la substitution 

b — nV 

x ~ T-¥ ‘ 

VI. Ce qui précède donne le premier exemple du procédé 
analytique le plus fécond pour l’élude des fonctions, et qui 
consiste dans la substitution d’une variable à une autre. Ce 
procédé ouvre en quelque sorte immédiatement un vaste 
champ de recherches intéressantes, car on se demandera si 
la substitution employée tout à l’heure est seule propre à ra- 
mener l’expression considérée aux fonctions rationnelles, s’il 
n’existe pas de substitutions donnant le même résultat pour 
la racine carrée de polynômes de degré supérieur, ou permet- 
tant de ramener l’une à l’autre les racines carrées de poly- 
nômes de degrés différents. J’indique d’autant plus volontiers 
ces questions qu’elles peuvent servir à donner de l’étude des 
fonctions algébriques une idée plus précise et plus complète, 
et la première offrant l’occasion de montrer, jusqu’à un cer- 
tain point, comment ce sujet est lié à un autre plus élevé, à 
la théorie des fondions circulaires, je vais y répondre suc- 
cinctement. A cet effet, j’envisage le radical y'j.’ -t- i qui exi- 
gerait, pour être rendu rationnel, la substitution imaginaire 

, — i -4- 0 ’ 

* = re- 
posons 

0 = tangy et j- = tang«y; 

on sait par la Trigonométrie que x sera exprimable rationnel- 
lement en 0 si n est un nombre entier; j’ajoute que, si ce 

nombre est pair, le radical 1 — sera ^ë a * emcnt 

rationnel par rapport à 0 . Dans ce cas, en effet, cosn<p qui 
est un polynôme entier en cos<p, ne renferme que des puis- 
sances paires de celte quantité; or cos’<p= de sorte 

que cos /19 est bien alors rationnel en 0 . Soit, pour fixer les 
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dées, w = 2 , on aura 


a0 


d’où 


x — ^ et cosa? a= % cos 1 ? — i 


\Zx J -K t — ' = 


pour n — i, la relation 


n- 0> 


COS % y I — 0 ' 

40 — 40* 
i-60 j -h0‘ 


donnerait 


y/x 1 -)- I =r 


+ ” r 

i - 60 1 -+- 0 1 


t - r 
i + ic’ 


De celte manière, on est donc parvenu à des substitutions dé- 
barrassées d’imaginaires, et en nombre infini. 


VII. Mais complétons ce qui précède, en voyant ce que 
donnerait l’hypothèse de n impair dans la substitution 

x — tang(« arc tangO). 


Alors on sait que cos/t? ne contiendra que des puissances 
impaires de cos<? (*), de sorte que l’on peut écrire, en dési- 
gnant par F un polynôme entier, 


cos «y = cos? F(cos J ?) = 


Par conséquent 


y/ ' 



C0S//9 I’ 


f\0) étant une fonction rationnelle; de sorte que la substitu- 
tion employée reproduit en 0 précisément la même irration- 
nelle algébrique que l'on avait en x. Soit, par exemple, n = 3, 
alors 

cos 3 o = cos ? ( 4 cos’o — 3) 

L _ ( 4 A_ ■ /< ~38* \ 

/FÎT’ \ / /i -+- 0* \ 1 -+- / ’ 


(*) On a en général (Lacranck, Leçons sur le Calcul tics fonctions , p. np): 

, > n / % _ n(n — 3) , . 

cos// p — (2 cosp;* — - (•» cos p /••* -i — (icosp j" - * — . . . 

, ,,»(« — i — !)'« — * — a) • •{// — îi +i). - 2| 

“H ( — I J* • ( 1 COS p/* - *' • • • • 


l re Partie. 
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et la formule de substitution étant 


x = tang(3 arc tangO) = - 


30 -0 l 
i — 3 O 1 ’ 


on aura 


v/ï - r * — — 5- = \/ 1 ■+■ 0 

cos3? 


a • + 6’ 
1— 30 r 


Ce résultat met en évidence un caractère algébrique remar- 
quable des formules relatives à la multiplication des arcs dans 
la théorie des fonctions circulaires. En voici un autre de même 
nature : posons 0 = sinip et x = sin/ 19 ; on sait que, n étant en- 
core un nombre entier impair, x sera un polynôme entier en 6 
du degré n (*). Or l’égalité employée tout à l’heure, savoir : 


cos/»? = cos? F(cos’y), 
conduit à cette conséquence 


^1 — X* = y/l-d' F(l-O’). 

Pour n = 3, par exemple, la relation entre x et 0, savoir : 


donnera 


x= 30 — 40*, 

v/r-x= = (1 — 40*). 


La question suivante, qu’on est maintenant conduit à se 
poser, fera pleinement ressortir les rapports des questions 
algébriques concernant l’étude des radicaux carrés, avec la 
théorie des transcendantes. 


VIII. Soit proposé d’exprimer x par un polynôme en 6 , de 
manière à avoir 

/1 — x* = ^ 1 — O* T, 

T étant de même rationnel et entier en 6. 

Je dis, en premier lieu, que les polynômes x et T sont pre- 
miers entre eux, c'est-à-dire qu’ils ne peuvent pas s’annuler 
à la fois pour une même valeur de 0. En effet, l'équation pro- 


(*) O polynôme s’obtient en changea lit p en — — ç», dans la formule de la 
note précédente. 
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posée montre que, pour T = o, on a 

x’ = i. 

Désignons, en second lieu, les degrés de x et T par n et m, 
de sorte qu’en ordonnant par rapport aux puissances décrois- 
santes de 9 on ail 

x = AO" T = B 9 " 

on trouvera, en substituant dans l'équation proposée, élevant 
au carré et égalant dans les deux membres les termes du degré 
le plus élevé, 

A’O” = 

et l'on en conclut 

m = n — i , 

B = ± A. 

Cela posé, prenons, par rapport à 9, les dérivées des deux 
membres de notre équation 

i -x’ = (i — ô*)T*; 

il viendra, en supprimant le facteur 2 , 

- xx\ = (1 - P) TT' - 0T 1 = T [( 1 - 0 ’) T' — 8T], 

d’où l’on voit que le polynôme T divise le produit xx\ . Mais 
on a établi qu’il est premier avec x, donc il divise l’autre fac- 
teur x' t . On a aussi établi qu’il est du même degré que x\ , par 
conséquent le quotient est une constante k, et si l’on égale 
dans la relation 

x, = *T 

les termes du degré le plus élevé en 9, on trouvera 
nAO-' =r±k A0-* ; 

donc k — ±; n, et la relation proposée devient en conséquence 
celle-ci : 

! 

y'i — x 1 = dfc 1/ 1 — O 1 — . 

’ n 

Il n’y figure plus, comme on voit, que le seul polynôme x, 
avec sa dérivée par rapport à 9, et alors en l’écrivant sous cette 
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forme 


•Tj ± n 

7 = 


on reconnaîtra dans chaque membre les dérivées de deux 
fonctions connues de 9. Si l’on choisit d'abord le signe + 
dans le second membre, il viendra en remontant aux fonc- 
tions primitives 

arc sinx = n arc sin 9 -t- C, 
si l’on prend le signe —, on aura 

arc sinx = n arc cosO -t- C, 

C étant une constante; de sorte que tous les polynômes en- 
tiers en 9 satisfaisant à la question sont compris dans l’une 
ou dans l’autre de ces formes : 


x = sin (« arc sin S -t- C), 
x= sin(« arccosO -+- C), 

et une discussion facile montre que toutes les expressions 
entières qu’on peut obtenir sont renfermées dans celle-ci : 

cos(« arccosO), 

n étant un entier quelconque {*). 

Celte expression, suivant que n est pair ou impair, conduit 
aux deux suivantes: cos(narc sin 9) et sin(n arc sin 9); d’où l’on 
voit que les polynômes auxquels nous conduit la solution de 

X 

la question algébrique, en y posant 0= -» donnent pour n 
infini les fonctions de la Trigonométrie élémentaire, cosx et 
sinx; car on sait que limf/i arcsin = x, pour n = » . 


(*) Ces polynômes en 0 que l’on a rencontrés en Trigonométrie s’offrent 
dans un grand nombre de questions d’Analyse, et possèdent beaucoup de pro- 
priétés très-remarquables : l’une de ces propriétés les plus singulières, et que 
je puis indiquer ici à cause de son caractère élémentaire, consiste en ce que 
cos (« arc cos 0) représente, parmi tous les polynômes en 0 de degré «, celui qui 
est le plus voisin possible de zéro, entre les limites — i et i de la variable 9, 
(Bertrand, Traité de Calcul différentiel et de Calcul intégral , t. I, p. 5i6.) 
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IX. Je terminerai ce que je me suis proposé de dire sur la 
nature et le but des études relatives aux fonctions algébriques, 
en ajoutant encore quelques mots sur les racines carrées des 
polynômes du quatrième degré. Il n’existe plus alors de sub- 
stitutions qui puissent, comme précédemment, les ramener 
aux simples fonctions rationnelles; et le point de départ des 
recherches si importantes auxquelles donnent lieu ces expres- 
sions consiste dans l’étude des substitutions rationnelles de 
la forme 

ü 

x ~ V' 

ou U et V sont deux polynômes en 0, qu’on peut supposer 
sans facteurs communs, savoir : 

U = a -t- x’O -h 

V = f + ^'5+ -t- ... -h p > 

et tels que \ZÀx* -+- Bar 5 -+- Cx 5 -t- I)x 4 - E reproduit un radical 
si mblable s/aO' -t- bO 1 -t- c0‘ -+- dû -t- e multiplié par une fonc- 
tion rationnelle de 0. Cette condition exige que l’on ait 

AU' -t- BU 5 V + CU 5 V 5 -+- DUV 5 -t- EV* = [nV -t- 60 5 -t- C Q' + ,n+e) V, 

T désignant un polynôme entier; or on va voir que de là ré- 
sulte la relation suivante, où h est une constante, savoir : 

UV' — Vü' = *T. 

Observons d abord que T est le produit de tous les facteurs 
en 0 qui sont élevés au carré dans le premier membre de l’é- 
quation précédente. J’ajoute qu’en faisant pour un instant 

Ar , + B.t 5 + Ci’ + Dj: + E=Aij-ï)(j-p)( J - ï )(/-J) 1 
d’où 

AU* -e BU 5 V -e CU 5 V 5 -+- DUV 5 -4- EV 
= A(U — aV)(U-^V)(U- 7 V)(U- JV), 
tous les facteurs doubles des divers polynômes U — «V, 
U — (3 V,... appartiennent à l’expression U V' — VU'; car on 
a identiquement, par exemple, 

(U— aV)V'— (U — aV')V= UV'- VU', 
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et comme un facteur élevé au carré dans U — «V divise ce 

polynôme et sa dérivée (U — «V)', il divise bien en effet 

UV' — VU'. Or T est précisément formé du produit de ces 

facteurs doubles, son degré en 0 est 2 p — 2, et le degré de 

UV' — VU' ne peut surpasser cette limite, de sorte que le 

U'V — U\" . . 

quotient ^ » qui est entier, est nécessairement une 

constante k. Ayant ainsi 


on en conclura 


U'V-UV' . 

T ~ *’ 

T i U'V-UV' 1 , 
V’ ~k V’ ~ k X> ’ 


et par conséquent 

, J-' 

V^Ax* -+- Bx J -+■ Cx* Dx 4 - E = \JaV -+- 66* - 1 - c9’ -+- M h- c -j-i 

ou bien encore 

J k 

ÿ^Ax* -t- Bx* -h Cx’ -+- Dx -+- Ë y/zi9‘ •+- 49* - 1 - c9’ -t- tlO -h c 


forme analytique semblable à celle qui a été obtenue précé- 
demment, et qui lie le problème algébrique aux propriétés 
d’une fonction transcendante analogue aux lignes trigonomé- 
triques, mais d’un ordre plus élevé. La proposition sur les ra- 
cines carrées des polynômes du 4 * degré, que je viens d’établir 
succinctement d’après Jacobi, a été en effet le point de départ 
des découvertes relatives à la théorie des fonctions elliptiques 
qui ont à jamais illustré le nom de ce grand géomètre (*). 


Des variables imaginaires dans l'étude des fonctions. 

Je ne rappellerai point l’origine des expressions de la forme 
« + p — 1 , ni les conventions qui ont été faites pour les 
soumettre aux diverses operations du calcul élémentaire. On 
sait les propositions auxquelles elles donnent lieu dans la 


(*) Voyez l’Ouvrage intitule : Fundamenta nova theorice functionum ellipti - 
carum. 
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théorie des équations algébriques et en Trigonométrie, où 
elles figurent comme l'élément même de la formule de Moivre. 
Mais il est indispensable de faire connaître comment on les 
introduit dans l'analyse générale, où leur rôle a encore plus 
d’importance et d’étendue. Nous commencerons à cet égard 
par la considération géométrique suivante. 

I. Ayant tracé dans un plan deux axes rectangulaires Ox 
el Oy {fîg- '), on f a ' 1 correspondre à 
toute expression imaginaire 

s = x -t- y v' — i 

un point Z dont l’abscisse est la partie 
réelle x el l’ordonnée le coefficient^ 
de ^ — i • De là résulte que toute loi 
de succession de quantités de celte nature sera donnée par 
une suite de points, et, par conséquent, par un lieu géomé- 
trique si les quantités x et y varient d’une manière continue. 

Cela posé, soit u une fonction de la variable z, un polynôme 
entier par exemple, qu’on pourra, pour toute valeur de z, 
mettre sous la forme 

« = X -i- Y y/— i . 

Nous appliquerons le même mode de représentation à u et 
à la variable indépendante, de sorte qu’à un lieu, à une ligne 
quelconque, déterminant la loi des valeurs z, répondia une 
autre ligne donnant la loi de succession des valeurs de la fonc- 
tion. Nous pourrons aussi employer, au lieu des coordonnées 
rectangulaires, les coordonnées polaires p et &>, en faisant 

x=pC08w, y=psinu, 

p étant la distance OZ toujours prise positivement, et &> 
l’angle ZOx. Alors on nomme p le module, l’angle &> l’argu- 
ment de z, et à l’égard de u, nous poserons semblablement 

X = Rcosf, Y = Rsin<j. 

Ces principes établis, notre but est maintenant de montrer 
comment la dépendance de ces éléments analytiques, ou celle 


Fig. i 
y 



i 
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des deux figures construites avec les quantités z et u, mani- 
feste les propriétés caractéristiques les plus importantes de la 
fonction. 


II. Je chercherai, en premier lieu, comment l'argument du 
binôme z — a varie avec l’argument de z, la constante a étant 
de la forme ï + j 3 ^-i. Ayant donc fait d'une part 


et de l’autre 
nous aurons 


z = p(cos 6 ) -+- ^ — i sinw). 
z — a — R ( cos© -+- /— ~ i sin ^ 


p(cosm -i- y/ — 1 sinw) — a — P 1 cos? -t- y^— 1 sin») ; 
d'où ces équations 

pCOSw — « = R co?ÿ> 
p sinw — p = R sintp, 

qui déterminent, avec la condition de R positif, un seul 
angle <p compris entre zéro et 27:. C’est cet angle que je vais 
considérer, en supposant p constant, comme fonction de la va- 
riable o). Parlant à cet effet de la valeur 


tangy = ‘ 


p COS w — a 


et prenant la dérivée de l’expression 


savoir 


«P = arc tang 


p sinw — p 


? - P 


p COSW — a 
p — a COSw — p sinw 


(p cosw — a) 


1 0 sinw 


P ) 1 


j’observe que le numérateur, en introduisant un angle auxi 
liaire eo„ peut s’écrire ainsi 


p — y /a 1 -1- p 1 COS (w — w,). 

Or de là résultent deux modes d’existence bien distincts pour 

la fonction 9, suivant qu’on aura yfoi 1 -+- P 1 <P ou ■+• P S >P- 
Dans le premier cas, la dérivée étant toujours positive, 9 croit 
indéfiniment avec w. Dans le second, cette dérivée s’annule 
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/■ t —n = cos (<>>—»>.); 

y x‘ -h p,‘ ' 

elle offre, comme on le reconnaît aisément, une série pério- 
dique de valeurs alternativement positives et négatives, et 
l'angle 9 reste compris entre un maximum et un minimum. 
Ce résultat important peut s’obtenir, par la Géométrie, d’une 
manière très-facile. 

Remarquant que la variable z est représentée par un point M 
[Jig. 2) du cercle x 7 +/’ — - p’, je con- 
sidère deux nouveaux axes coordonnés 
parallèles aux premiers, et dont l’ori- 
gine, ayant a cl ^ pour abscisse et or- 
donnée, représenterait la constante 

X' 

— i i — ! ; a — a -+- p v — 1 • 

" 1 / j ^ 

Cela posé, entre les coordonnées x' 

et y' du point M et les anciennes, on 
aura les relations 


Fig. 3 . 

I»' 


I 


: 


M 

\ 


I I 


d'où 


' *> y —y 


x -+■ y y — * = s — n. 


Le module et l'argument de z — a sont donc la longueur AM 
et l’angle MAx'. Or la condition y a’ -F ( 3 ’ <Cp revient à sup- 
poser le point A dans l’intérieur du cercle de rayon p, et alors, 
en effet, lorsque le point M décrit la circonférence, cet angle 
va toujours en croissant et a repris sa valeur initiale aug- 
mentée de 27:, quand le rayon AM est revenu à sa première 
position. 


Fig. 3. 

y y , P 



1 


Mais qu’on place en second lieu 
( Jig . 3 ) le point A en dehors du 
cercle, et l’on voit que la direction 
MA oscille entre les limites PA p, 
QA q, déterminées par les tangen- 
tes AP et AQ, de sorte que le 
point M, revenant à sa position 
initiale après avoir décrit la cir- 
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conférence entière, l'angle 9, après avoir été tour à tour en 
décroissant et en augmentant, finit par reprendre sa valeur 
primitive. 

III. La construction géométrique qu'on vient d’employer 
conduit facilement à reconnaître qu'on peut substituer au 
cercle une courbe fermée quelconque, contenant à son inté- 
rieur l’origine des coordonnées, et parvenir à la même con- 
clusion; car on n'a eu recours à aucune propriété caracté- 
ristique de la circonférence, si ce n’est d’être une courbe 
fermée (* ). Considérons maintenant, en nous plaçant à ce point 
de vue plus général, le module et l’argument du produit d’un 
nombre quelconque de facteurs binômes 

«•=(* — "H® - è)...(z — /), 

et supposons que la variable imaginaire 

z = a (rosw -F- / — 1 sinw) 

décrive un contour fermé quelconque S. Si l’on fait 

z — n = R (cos? ■+■ \J — 1 sin?), 
z — b = R,(cosy,-t- \/— 1 siny, ), 


et 


2 — l — R„(cos?„-f- yj - 1 sirnjJ, 


« = & ( eos'l» h- \J — 1 sin <1* ) , 

l’équation 

«ft. (cos<t> —y sin <t> ) 

= RR 1 ...R (1 (cosç-+V- 1 8in?)(eos?,-t- yj — isinÿ,)...(cos? l( -!-^/— isin?„) 


(*) En supposant p fonction de w dans l’expression 


? 


= arc tang 


p sin « — ,3 
p cos bi — a 


on trouverait, pour la dérivée de p, 


, p 1 — p( hl cos « -4- /3sin a i) — p'jex. sin g> — fi corgj' 

* {ps in ^ — £)*-+- (p cosw — «)* * 

d’où résulte que la fonction de g* placée nu numérateur ne j ourra s’évanouir 
et changer de signe qu’au tant que le point (a, /3) sera extérieur à la courbe dé- 
terminée par l’équation entre p et «. 
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A = RR,... R., 
et 

4* = y "I- <p, -f“ ...■+* Ÿh 

Cela posé, lorsque la variable z partira d’un point du con- 
tour pour y revenir après l’avoir décrit entièrement et une 
seule fois, l’angle <u croîtra d’une valeur déterminée w, à 
w, -+- 27 r et des divers arguments 9, fonctions continues de &>, 
ceux qui correspondent à des constantes a, b,.. I, renfer- 
mées à l’intérieur de S, augmenteront aussi de 27:, et ceux 
qui correspondent à des constantes placées à l’extérieur re- 
prendront, au contraire, la même valeur. On a donc le théo- 
rème suivant : 

Lorsque la variable z décrit un contour fermé, l'argument 
du polynôme entier 

« = {s — «)(* — 6). ..(*-/) 

varie d’un multiple entier 2 ur. de la circonférence, égal au 
nombre p. des racines de l’équation u= o, qui sont contenues 
dans l’intérieur de ce contour. 


Remarquons qu’en faisant 


on a 
d’où 


« = X-t-Y/-i, 

X = .91 cos<t>, Y •■= A sin4>, 

X , . 

y — cotangtf*. 


Cela étant, il suffit d’établir cette proposition facile que la 

X 

variable z décrivant une fois le contour fermé, le rapport y 

s’évanouit pour différents points de ce contour, en passant 
du positif au négatif 2 u fois de plus que du négatif au positif, 
pour avoir ainsi la démonstration donnée par Slurm, du théo- 
rème célèbre de Cauchy, sur les racines imaginaires des 
équations algébriques {*). 


(*) Journal de St. Liouvitle, i r * série, t. 1 , p. 290. 
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III. Les considérations précédentes montrent déjà l’impor- 
tance de l’emploi des variables imaginaires dans l'étude des 
fonctions entières, en conduisant presque sans calcul au prin- 
cipe même du théorème mémorable donné par Cauchy, pour 
déterminer le nombre des racines de toute équation algé- 
brique qui sont renfermées dans un contour donné. A la vé- 
rité, nous ne donnons point encore complètement cette belle 
découverte du grand géomètre, qui sera exposée dans le Cal- 
cul intégral, et sans en rien omettre, en suivant la voie même 
de l’inventeur; mais il suffit d'en avoir obtenu le point essen- 
tiel, dont nous allons dans un instant trouver une application 
importante. 

Considérons, après les fonctions entières, les fonctions al- 
gébriques définies comme racines de l'équation 

F(s, i/) = o, 

et suivons les conséquences de la représentation géométrique 
simultanée de la variable indépendante z et de «. A un lieu 
déterminé, figurant la loi des valeurs imaginaires de z, cor- 
respondra un autre lieu, représentant de même, et pour les 
diverses racines de l’équation proposée, la loi de succession 
de leurs valeurs. Cela posé, et en désignant son degré par n, 
il est naturel de penser que le système de ces racines sera 
représenté par n courbes distinctes, ce qui reviendrait à envi- 
sager chaque racine comme une fonction bien déterminée 
de z. Par exemple, l'équation 

donnerait ces deux expressions, 

« = -(- i * ) et n — - — v 7 F ( ï i ■ 

Mais ici vient s’offrir, à l’égard des irrationnelles algébriques, 
quelque chose de remarquable et d’entièrement caractéristi- 
que, que l'étude de celte équation va mettre en pleine lu- 
mière. 

IV. Soit, comme plus haut, 

2 — j: — 1 = 6 ( C 08 w -t- y — I sinw) , 
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p étant déterminé en fonction de w, de manière à donner une 
courbe fermée S, décrite en entier et une seule fois, en fai- 
sant crottre w de w, àu,+ ar. Si l’on pose 

F(s) - .‘ft(cos<J> 4 - sin4>), 

l'une des racines, k = 4 -v'F( 2 ), s’obtiendra immédiatement 
sous la forme 

X 4- Y y/— i = y/Â (cos J 4> 4- y/— T sin J *1'), 


et les équations 

X — y/S cos J 4’, Y = y 'A sin ^<t>, 

nous permettront de construire la courbe qui correspond à S. 

Je suppose donc qu’on ail <!>=:$, pour m = m,; tous les 
points de celle courbe s’obtiendront en faisant croître <u jus- 
qu’à la valeur &>, 4-27:, et l’argument <I> parviendra ainsi, 
comme nous l’avons vu, en variant d’une manière continue, 
à la valeur <!>„ 4- a cxtt. Or les relations 

cos 7 (<t>, -t- iy.it) — ( — i^cos j <l> a , 
sin j (♦, 4- a un ) = ( — 1 f sin j 4 1 , 

montrent que, pt étant un nombre impair, les coordonnées X 
et Y 11e reprennent point leurs valeurs initiales, de sorte que 
le lieu géométrique relatif à u n’est point une courbe fermée, 
et qu’il l’est au contraire si pi est supposé un nombre pair, 
attendu que le module -ft, fonction entière de sinw et costa, 
conserve toujours la même valeur pour &> = w, et ut — oi, 4 *a~. 

Ce que l’on vient d’établir à l’égard de la racine « — 4- y^F(.z) 
a lieu également pour la seconde racine u — — ^F(zj, et si 
l'on construit en même temps les deux courbes figurant la 
loi de succession de ces quantités, on conclut que, dans le 
premier cas, le point de départ de l’une d’elles coïncidant 
avec le point d'arrivée de l’autre, on obtient, en construisant 
le double système de points, non pas deux courbes qui, l’une 
et l’autre, soient interrompues et s’arrêtent brusquement, 
mais une courbe fermée unique. Dans le second cas, au con- 
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traire, chacune des racines reprenant sa valeur initiale, la con- 
struction effectuée donne pour résultat deux courbes fermées 
et distinctes. La signification du nombre p. conduit donc à ce 
théorème : 

La variable indépendante décrivant un contour fermé, le 
système des racines de l’équation 

«» = F(z) 

est figuré par une seule courbe, ou par deux courbes fermées 
distinctes, suivant qu'il y a un nombre impair ou un nombre 
pair de racines de l'équation F( z ) = o, renfermées dans l’in- 
térieur de ce contour. 

La dénomination de non uniformes sera employée désormais 
à l’égard des fondions de z, qui diffèrent ainsi des fonctions 
rationnelles par cette circonstance si frappante de donner lieu 
tantôt à des courbes fermées, tantôt à des courbes interrom- 
pues, suivant le chemin décrit à partir d’un point donné par 
la variable indépendante pour revenir à ce même point. On 
nomme, au contraire, uniformes les fonctions qui sont toujours 
représentées par des courbes fermées, quel que soit le con- 
tour fermé décrit par la variable. Tels sont les polynômes en- 
tiers, les séries infinies convergentes, comme e*, pour toutes 
les valeurs réelles et imaginaires de la variable, ou encore les 
quotients de pareilles séries. Parmi les fonctions non uni- 
formes de nature si diverse dont l'Analyse donne l'origine et la 
définition, les fondions algébriques ont une importance par- 
ticulière; mais, à leur égard, je dois me borneraux indications 
suivantes. 

Considérant en général l’équation F(a, u) = o, les valeurs de 
la variable qui lui feront acquérir deux ou plusieurs racines 
égales joueront le même rôle que les quantités a, b,..., I dans la 
question précédente. Ainsi, en faisant décrire à z un contour 
fermé ne renfermant aucun point qui corresponde à ces quan- 
tités, le système des valeurs de n racines u est figuré par n 
chemins fermés, comme si ces racines étaient chacune des 
fondions uniformes. Mais quand le contour relatif à la va- 
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rioble indépendante comprend un ou plusieurs de ces points, 
les racines qui, le long de ce contour, sont fonctions conti- 
nues de z (*) n’ont plus les mêmes valeurs au point de départ 
et au point d'arrivée. Elles s’échangent alors entre elles d’une 
certaine manière que M. Puiseux a donné le moyen de déter- 
miner, en se fondant sur la règle célèbre du parallélogramme 
analytique de Newton (’*), dans son beau et important travail 
intitulé : Recherches sur les fondions algébriques (***). Il en ré- 
sulte, pour le système des quantités «, un nombre moindre de 
courbes fermées, et souvent même une seule. Ajoutons que 
ces modes de permutation des racines suivant les divers che- 
mins suivis par la variable z pour revenir à sa valeur initiale 
tiennent à leurs propriétés les plus importantes, et permettent 
de reconnaître dans des cas très-étendus, par exemple quand 
le degré de l’équation F(z, «) = o est un nombre premier, 
si elle est résoluble par radicaux. Les points figurant ces 
valeurs de z, pour lesquelles deux ou plusieurs racines de 
la proposée deviennent égales, ont reçu, en raison même 
de celte circonstance, la dénomination de points (l’embran- 
chement, de ramification, ou encore de points critiques. Ils 
constituent, pour les fonctions algébriques irrationnelles, un 
genre de discontinuité spécial, d'une autre nature que le pas- 
sage par l'infini, pour une valeur particulière de la variable. 
Quant aux points répondant à ces valeurs qui rendent ainsi 
une fonction infinie, ils ont reçu la dénomination de pôles, 
sous la double condition que l'inverse de la fonction s'annule 
pour la même valeur, et qu’elle ne puisse acquérir plusieurs 
déterminations par suite d'une révolution de la variable autour 

de ce point. Par exemple, la fonction — - — a un pôle z=a, 

Z — CL 


(*) Théorème de M. Cauchy, Nouveaux Exercices de Mathématiques, t. Il, 
p. 109. 

(**) L’objet de cette règle donnée par Newton sous forme géométrique, dans 
le court Traité intitulé : Artis analytica specimina Tt*/ geoinetrica an air tic a , et 
réduite à un calcul arithmétique simple par Lagrange, est d'obtenir l'exposant 
du premier terme de chacune des racines de l’équation F(c,i/)=o développée 
suivant les puissances ascendantes de z. 

("**) Journal de M. Liouville, t. XV, i8âo. 


Digitized by Google 



3a 


CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


celle-ci — \ z — b a un pôle z — a et un point d'embran- 

*» d 

I 

chemenl z — b. La fonction e‘~ a , qui devient encore infinie 
pour s = a, présente une discontinuité d’une nature entière- 

i 

ment différente, attendu que son inverse, à savoir: e~ r, ' ( est 
également infinie pour z — a. Ce point z — a ne sera donc 
point un pôle à l’égard de cette fonction. Enfin, en un point 
d’embranchement, une fonction peut devenir infiniment 
grande, sans que ce point soit pour cela un pôle, le caractère 
essentiel d’un pôle étant, comme nous l’avons dit, que lu 
fonction soit uniforme dans son voisinage (*). 

De l'exponentielle et des fonctions circulaires. 

I. C’est à l’introduction des exposants fractionnaires, ima- 
ginés par Descaries, qu’est due la notion de la fonction expo- 
nentielle limitée ainsi au cas où la variable est réelle. Pour 
l'étendre à des valeurs imaginaires, il a fallu tirer de cette 
première notion un développement en série suivant les puis- 
sances ascendantes de la variable, ou encore cette expression 

x \" . , 

.+ — 1 pour m infini, 

En parlant du développement démontré seulement pour des 
valeurs réelles 

•r .r 1 .r’ ,r" 

«•■* = !-* 1 1 ~ = 

i i.'A 1.1.3 t. '1.3... m 

nous ferons celte remarque, que la série du second membre 

conduit à un résultat fini et déterminé lorsqu’on y remplace 

x par a ■+■ b y — i, Soit pour cela 

h = o cos y, b = p sin<p, 

il est facile alors, au moyen de la formule de Moivre 
( cos y -t- /— i sinf)”'= cos ni ç yj~\ sin/»?, 


remarquable de e* comme limite de 
et voici comment on a procédé. 


* ) C. V iima > > , Vorlcsungen iiber Riemanns Théorie lier aheV ’schen Intégrale. 
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d’obtenir sous Informe A-t-By — i le résultat de la substitu- 
tion 

x = a b y/ — t = a (cosy ■+■ \J— i siny); 

et l’on trouve, en effet , 

p p 1 p m 

A = i -h - cos» -i- -t— cosay -t- . . . h i- eos/«y -t- . . . , 

I T 1.2 1 . 2 . . . III 1 

P 6* P" 

B — - siny -f- sma® -e. . .h sin///y 

i i.a ' 1 . 2 ... m ' 

Or, on voit que ees développements ordonnés par rapport 
aux puissances de p sont toujours convergents, et l’on en 
conclut que la série 

r x 1 x" 

I H 1 1- . . .H b. . . 

I 1.2 1.2...»/ 

définit bien une fonction dans toute l’étendue des valeurs 
réelles et imaginaires de la variable. 

Un second point à établir, c’est que la fonction conserve à 
l’égard de ces valeurs quelconques, réelles ou imaginaires, la 
propriété caractéristique des exposants, savoir 

S x e r = 


A cet effet, je remplace dans cette égalité x etr par a.r et 
ar, ce qui donne 

c*'X 

et j’observe qu’en supposant x, y et a réels, je suis assuré 
que les coefficients des mômes puissances de a sont égaux 
dans les deux membres, c’est-à-dire d’une part dans le pro- 
duit ordonné par rapport à a des deux séries 

«*y"‘ 


a y 

1 ~t“ -t- > . . H” : .H- • • . y 

1 1.2 1 . 2 .../// 

et de l’autre dans le développement 

alx-br) a'far-t-r ) 1 aTlx-br)" 

1 -b -i : — - H 5 .-I > — — -b.... 

i 1.2 l . 2 ... ni 

En égalant ainsi les coefficients de a", et multipliant par 
l f * Partie. 3 
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1.2... m, on obtiendrait, si on ne la connaissait déjà, la for- 
mule du binôme, savoir 


x'-h-x'-'i 

i 


m(m — il , , 

— J f* J + . . 


.-f- f m ss (x -4- y] 


Mais ce n’cst pas celle conclusion qui nous importe en ce 
moment; il suffît, en effet, d’avoir entre des polynômes en x 
et en y une égalité démontrée à l’égard de toutes les valeurs 
réelles de ces quantités, pour être en droit d’en conclure 
qu’elle a lieu pareillement pour des valeurs imaginaires. 
A la vérité, nous admettons ainsi que le degré de ces poly- 
nômes, le nombre ni, soit fini et limité; mais la conver- 
gence des séries permet de les borner à un nombre fini de 
termes, le reste pouvant devenir moindre que toute quantité 
donnée, et la conclusion est établie, comme on voit, en toute 
rigueur. 


II. On vient de reconnaître combien il y a d'avantage à définir 

X X * 

par la série i — t- — —H — - -+-. . . la fonction exponentielle e x . 

Telle propriété toutefois, comme celle d’ètre essentiellement 
positive pour toute valeur réelle de x, pourra sembler moins 
facile à voir dans la série que dans la première définition de 
la fonction où elle est manifeste. Je vais m’y arrêter un mo- 
ment. 

Désignons par ç(x) l’ensemble des m ■+■ i premiers termes, 
en posant 


?(*) = I ■+■ - -t- <-..•-+■ 


x‘ 
1 .1 


on trouvera aisément la relation 


?’(■*) = ?(*) - 



or elle suffit pour prouver que l’équation <p(.r)=o n'a ja- 
mais plus d’une racine réelle. Admettons, pour un instant, 
qu’il n’en soit pas ainsi, et nommons a et ,3 deux racines 
réelles consécutives de cette équation, on trouvera 


?'(«) = -■ 


?'(?) = • 
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résultats de même signe, car l’équation proposée ayant tous 
ses coefficients positifs, les racines a et (3, si elles existent, 
sont l’une et l’autre négatives. Or, on se trouve ainsi en con- 
tradiction avec le théorème de Holle, de sorte que l’équa- 
tion <p(x) = o n’a qu’une racine réelle si son degré est impair, 
et elle n’en a aucune si son degré est pair. On pourrait cer- 
tainement faire voir que, pour des valeurs croissantes de m, la 
racine unique augmente indéfiniment en valeur négative, mais 
je m’en tiendrai à la conclusion relative au cas de m pair, 
qui met en évidence la propriété annoncée, puisqu’un poly- 
nôme qui n’a point de racines réelles garde le même signe 
pour toute valeur de la variable. 


III. L’ une des conséquences les plus importantes et les 
plus remarquables de la notion de l’exponentielle, pour des 
valeurs imaginaires de la variable, consiste à rattacher à cette 
fonction les quantités sinx et cosx, à l’égard desquelles j’ad- 
mettrai les développements en série 


sin-r = x — 


i.a.3 i. a. 3. 4*5 


j 5 

cosx = i -+- 

I .2 


_X*_ 

■ .2.3.4 


X* 

1 . 2 . 3. 4-5-6 


que donnent aisément leurs propriétés les plus élémentaires. 

Il suffit, à cet effet, de changer x en xy'— i dans la série 
qui représente e“, ce qui conduit à la relation 





x* 

1.2. 3 . 4 
x 1 

I .2.3 


X* 

i .2.3. 4-5-6 

x 1 x’ 

i. 2 . 3. 4-5 i. 2 . 3. 4-5. 6. 7 " f 



c’est-à-dire 


= cosx -i- yj — i sinx. 


On aurait de même 


e -‘f-' — COSX — y/— i sinx, 


3. 
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el l’on en tire ces formules, savoir 


sinx = — 

e 1 ^' -+- r~^ Zi 

rosx 

a 


tan".r = 


i <*" v - — 


y/ — I c“ v ' 1 -H I 

C’est à Euler qu’est due la relation si importante 
r r ' , “ l = cosx -F- \J — i sinx, 


et qui va nous donner la définition de la fonction logarith- 
mique pour des valeurs imaginaires quelconques a -t- b\j—t. 
Nous allons, à cet effet, déterminer toutes les solutions de 
l’équation 

c*=a-\-b^—i , 


en supposant 


s =r x C 


ce qui conduira, en vertu de la formule 

c”* T v' 1 = r r (cos/ -+- y/— i ain v). 
aux deux équations suivantes 

t-'cosr = a, c* sinj = b, 

dont il faut avoir toutes les solutions réelles. Or, en élevant 
au carré et ajoutant, il vient 


e u =a , -hb\ 

et, par suite, 

c'= t /ü î +î i , 


en excluant la valeur négative du radical, afin de rejeter les 
valeurs non réelles de x, qui sera, par conséquent, le loga- 
rithme népérien arithmétique de b\ De là suit que 

l’angle y sera déterminé à la fois par ces deux équations 


cosj = 


yj/i 1 


8U1J- 


/fl’ -h b 1 
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Elles donnent un seul et unique angle x ( * ) entre les limites 
zéro et 27:, et pour solution générale 

y = x -h ik-rt, 

k étant un nombre entier quelconque. C’est la présence de 
cet entier indéterminé qui conduit à attribuer à la fonction lo- 
garithmique, considérée sous le point de vue général auquel 
nous sommes placés, son véritable caractère analytique de 
fonction susceptible d’une infinité de déterminations. El l’on 
observe que ce caractère se présente même à l'égard fies 
logarithmes des quantités réelles; car en supposant dans 
l’équation que nous venons d’obtenir 

log [a -+- b - 1 ) -- log y/« ! -t- b‘ - t- (a h- a/r) /—T, 


b = o et a positif, ce qui donne x = o, on obtient encore une 
infinité de valeurs logn -t- 2/1 r. \ — 1 , dont une seule réelle 
pour k — o. Ainsi s’explique l’impossibilité d’avoir pour log-r 
un développement en série toujours convergent, quel que 
soit x, comme on l’a obtenu pour sinx, cosar, e*. Un tel dé- 
veloppement ne pourrait convenir qu’à une fonction uniforme, 
et bientôt, en effet, en établissant l'équation 



nous verrons qu’il faut la restreindre aux valeurs de la variable 
dont le module est moindre que l’unité. 


(*)On doit n M. Winckler la remarque suivante : Soit a e A, Æ^^R, e et t\ 
étant égaux «4*1 ou — I, de sorte que A et R représentent les valeurs numé- 
riques absolues de a et b, l'angle « sera déterminé par l’equation 

ITT A 

ît — k “ • -t- {vj arc tang g » 

A TT 

l’arc dont la tangente est g étant positif et moindre que — • Dans le cas de a 

ou b nul, s ou r) devra être pris égal à l'unité ( Ueber cintre Gegrnstandc der 
elementaren Analysis ; Acad, des Sciences de Vienne , 1 8ûj ). 
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IV. Les formules 

r’'T~' -+- c~' vC ‘ 
cosx = ’ 

sinx = — — 

*\f-\ 

conduisent à transformer l’expression z = sin*x cos*x en une 
fonction linéaire des sinus ou cosinus des arcs multiples dex, 
lorsque les exposants a et b sont entiers. Pour obtenir ce ré- 
sultat, qui sera employé dans le Calcul intégral, je pose pour 
un instant / — eW- 1 et a -t- b = n, ce qui donnera 



et, en chassant le dénominateur, 

l' (/^jVï = (<* — l)”( /*-+- !)*. 

Or le second membre, ne contenant que le carré de I, peut 
être développé sous cette forme 

(/’— i)“ { t'-h l * = \ t 2 " -+- a, <’(*"'> a ( /’(*-') -f- .. a,, 

les coefficients *„ a,,... étant des nombres satisfaisant, comme 
je vais le montrer, à la condition suivante 

Écrivons, en effet, pour abréger, 

(/’- I )- ( f * -f- 1 )* = ïa.r’C-'l, 

puis changeons I en y, et chassons le dénominateur, il vien- 
dra 

(i— /’)* (t -i- /’)* = Sa,/ 1 '; 

ce qui reproduit dans le premier membre l’expression pro- 
posée multipliée par le facteur (— i)*; or, l’identité 

(- i)'ïa J /’M = la,/’' 

donne bien, en égalant les coefficients de /’* de part cl d'autre, 
la relation annoncée. Kevenons maintenant à l’expression de z 
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qu'on trouvera, en divisant le polynôme (/*— 1) 4 par 

sous cette forme 

a* (v /r ')** = + 

et, considérant d’abord le cas où le nombre a est pair, ce qui 
donnera 

je l'écrirai ainsi 

a"! - 0’“ * — a # ■+■ a , 

en laissant dans le second membre, quand n est un nombre 
pair, le seul terme a, indépendant de /. J'observerai en- 

a " 

suite qu’on a généralement 

<•* = (*■’'?-'= cospx -t- /— "i sinfij, 

^ = p^ l * x ' ,rî = cosfix— \J — t sinft.r, 

d’où 

i COS (XX, 

de sorte qu’on en conclut immédiatement la valeur de 2 sous 
la forme annoncée, savoir 


a" (— i) ,a * = J», cos «x + i», cos(« — a) x -t-. . . , 

le second membre contenant, comme il a été remarqué plus 
haut, le terme a, indépendant de x, quand n est pair. 

a * 

En second lieu, si l’exposant a du sinus est impair, ce qui 
donnera 

nous écrirons 

a" = a, (V ■+■ *, (t m ~' - -H. . . , 

le second membre ne renfermant plus comme précédem- 
ment, pour n pair, de terme indépendant de t, car la condi- 
tion à laquelle satisfont les coefficients donne, pour i = 
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x„ — — x n , c'est-à-dire x„ = o. On en conclut encore immé- 

a a a 

diatemenl, en employant la relation 

t*— — = î^-isinur, 
et, divisant par y/ — i , 

#1 - I 

a"(— i) 1 : = sa, sin//.r -t- aa, sin : // — a)x-4-.... 

Il ne reste plus qu’à déterminer les coefficients a», a,,...; 
or un premier moyen serait d’effectuer la multiplication algé- 
brique des puissances ( x — i)* et (x -+- 1 )*; niais en voici un 
autre. Soit 

y = (x — i)*(x + i)‘ = a, .r"-!- a, x’-' -h . . 

on aura 

logr = « log(x — i ) b log (x -+• i ), 

et, en prenant les dérivées par rapport à x, 

y a b 
y ~ x—i x + 7’ 

d’où 

v’fx 1 — i) = y [(a -+- b) .r ■+■ a — b~\. 

Substituant, dans cette relation, les deux développements’ 

y = a 0 .r” -+- a.x'-'-t- a, x"- 5 -)-. . . , 
y' = na,.r" - ' -♦- (« — i) a, r"- 1 - f-, . . , 

et faisant de suite x, — \ , on en conclura, en posant, pour abré- 
ger, b — a = p, les relations qui suivent 

*. = />< 

a a ; = — n , 

3 *,= P x ,-{'i— •)*,. 

4 a i — P x i~~ (* — *)“,» 


dont la loi est évidente. 


Soient, par exemple, 
d’où 
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ces relations deviendront 

a, = 3, 22 ^= 3a, — 7 , 3»j=:3a, — 6 a,, 

d’où 

a, = 3, — l) ® ’ 

et on en conclura la relation 

a" sin’x eos' r = — cos 7 -r — 3 cosS.r — cos3x -+- 5 cos-r; 
on trouverait de même 

•±‘ silCx cOs'.r = — sin 8 .f — a sin Gx a sin \x -t- 6 sin ix, 
a , sin‘xcos"x = cos to.r -t- a cos 8 .»■ — 3 cosGx — 8 cos 4 x -e i rosa.r -t- 6 . 


L’expression générale des coefficients x n'est connue, d’après 
l’équation y = {x — i)*(x -t- i) 4 , que dans le cas oii l’un des 
exposants a ou l> est nul, ou bien s’ils sont égaux entre eux; 
toutefois, en supposant que a et b soient des nombres pairs 
quelconques, on a, pour celui de ces coefficients qu'il importe 
particulièrement de considérer, l’expression simple que voici 

a —a'" 1 .3.5...(n — i)i.3.5...( b — 1 1 


De la périodicité dans les fonctions circulaires. 

I. Cette propriété importante manifeste d’une manière toute 
particulière la différence de nature des fonctions qui la pos- 
sèdent, avec les fonctions rationnelles et algébriques dont 
nous nous sommes occupé précédemment, et leur imprime 
leur caractère le plus apparent, en quelque sorte, de fonctions 
transcendantes. C’est d’ailleurs par la périodicité que les sinus 
et cosinus interviennent dans presque toutes les questions de 
l’Analyse, depuis les études qui ont pour objet les propriétés 
abstraites des nombres entiers, jusqu'aux applications du 
calcul à la Physique et à l’Astronomie. Tel est, eu effet, le ca- 
ractère d’universalité de ces fonctions que, dans l'Ouvrage in- 
titulé : Disquisiticnes arilhmeticœ, Gauss s’exprime dans les 

termes suivants : « Cui ntirabili quanlitalum generi, ad 

quod in disquisitionibus maxintè heterogeneis sœpissimè de- 
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ferimur, cujusque subsidio nulla Malheseos pars carere po- 
lest » Mais si la définition géométrique des Tondions cir- 

culaires met immédiatement en évidence tout ce qui concerne 
leur périodicité, celle propriété semble beaucoup plus cachée 
dans les développements en série tels que 


x J x* 

Sin.r = X H — . . . , 

i.a.3 i.a.3. 4-5 

j - 1 x* x* 

cosx = i 1 — , 

1.2 i.2. 3. 4 1 . 2 . 3. 4-5. 6 


Aussi n’est-il pas inutile d'indiquer d’autres expressions ana- 
lytiques où elle se reconnaîtra tout aussi facilement que par 
la considération du cercle. Tel est, par exemple, ce dévelop- 
pement en produit infini 

Qu’on prenne, en effet, le polynôme 

FW „(- f )(, -f)...(-ï)(,-î)(, -£)...(, -f), 

ou encore, en désignant par A un facteur numérique, 
F(*)=Ar(r-i) (x-2)...(x-*)(x + i)(i+2).,.(x + /i ) 1 
et on verra bien aisément que 


F(-f + ') = F(.r) 


.r i 


d’où, pour n infini, 


F ( r •+• i ’ 


et, par conséquent, 

F ( x 2 ) = -+- F(.r). 

Tel est encore le développement qu’on trouve en prenant 
la dérivée logarithmique de sinrx, savoir 

1 2 X 2 X 2X 

7t COt rx = 1 ; 1 i- H ; H . . . , 

.r x 1 — i x 1 — 4 x‘— g 
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TT COtrx 



x-f- 3 


le second membre devient, si l’on change *enï + i, 

1 1 1 1 111 

1 1 1 1- , . . H 1 r -1 7 

x -h 1 x j — 1 x — a x -t -a xn-3 x-t-4 

et, par conséquent, la suite infinie des fractions simples se 
reproduit, car elles n’ont fait que changer de place en s'avan- 
çant chacune d'un rang (*). 

Ce résultat suggère, par une généralisation facile, le mode 
suivant de représentation d’une fonction $(.r) ayant pour pé- 
riode une quantité quelconque, à savoir 

<J> (x) — if (x) -+- y (x — «) -+- y (x — a/j) -+- ? (*r — 3/1 ) 

-+-y (x -t -a) y (x -t- an) -i- y (x -f- 3fl) -I-. . 

ou bien 

* 

4>(x) =% ® (x -t- ntl), 

M 


la condition de convergence de la série étant seule à remplir 
à l’égard de ç(x). El, si l’on alterne les signes en supposant 




(*) M. Tchebichew a donné un exemple très-remarquable d'un autre mode 
d'expression de» fonctions périodiques dans la formule suivante. Soit {x) la 
plus petite quantité qu’il faut ajouter à x ou retrancher de x pour avoir un 
nombre entier, 011 aura 

!\ sin*:r x (4-) ( 3 r) ( 5 *) ^ (*.r) 

T' r> 3* 5* 2 u 

le coefficient a„ étant nul quand n est pair ou divisible par un carré, et ayant 
pour voleur 1 ou — 1 suivant que le nombre des diviseurs premiers de n 
sera pair ou impair {Journal de Mathématiques de M . Lio mille , t. XVI, p. 3 {a). 
I.a fonction numérique désignée par (.r), qui, par sa définition même, admet 
l’unité pour période, joue un rôle important dans l’Arithmétique supérieure. 
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on trouvera tout aussi aisément la relation 


M'(x -+- n) = — Tfr). 

I)e là résulte un nombre infini de fonctions périodiques, 
mais qui se ramènent aux sinus et cosinus. On démontre ef- 
fectivement qu'on peut faire 


•l'(.l-) = A, -h A, cos 



A cos 


jjr.r 


A. 


•irinx 

COS 1- . . . 

a 


. . a-.r . i|r.r _ . a nvx 

-+- B. sin h B. sin 1 - . . . -h B„ sin 1 - . . . , 

U 1 il a 


= A, 

COS 

77 JT 

K 

COS 

3r.r 

• • ■+• A. co» 

(a n - l)itx ^ 

n 

a 

a 

-+- B, 

sin 

77 x 

R, 

CI IA 

3 ît ,r 

..-eB.sin 1 

[*!// — 1) 77. r 

a 

MU 

a 

a 


la principale propriété de ces séries consistant en ce que les 
coefficients A,, B. décroissent quand n augmente, de manière 
qu’elles sont toujours convergentes du moment que les 
fonctions restent elles-mêmes finies. Ce fait peut déjà s’ob- 
server sur les expressions de cette nature qu’on tire de la 
méthode du paragraphe précédent et qui ne renferment qu’un 
nombre fini de termes, savoir 

a COs’.r = l -t- cosa.r, 

8 cos 1 J =3-e4 co»a.r -+- cos 4 '', 

32 C 0 à ,, x= io -+- i 5 cosa.r-t- Gcosj.r -t- cosGx, 
i a8 cos'x = 35 -+- 5 o cosa.r -+- 28 cos4* ■+■ 8 co»6x-|-cos8.r, 


4 cos’x = 3 cosx -t- cos3.r, 
iGco»'x= 10COSX-+- 5 cos 3.r -t- cos5x, 

(>4 cos : x = 35 cosx -+- 21 cos3.r - 1 - 7 cosS.r -t- cos 7 .r, 


Toutefois, il peut y avoir avantage à se servir des expres- 
sions précédentes; en voici un exemple remarquable cl im- 
portant. 
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II. Soit, pour abréger l’écriture, i — y — i , et nommons a 
et b deux constantes telles, qu’en faisant 


b - *•+■ 'r, 

la quantité j3 soit positive et différente de zéro. Si l’on suppose 


y(x) = e " b , 

on obtiendra les développements indiqués par 


r v ;.r ) = v^ ( 

qui seront convergents sous celte condition, non-seulement 
pour des valeurs réelles, mais aussi pour des valeurs imagi- 
naires de la variable, comme l'exponentielle e*. Or ces fonc- 
tions périodiques, 0 ix) et 0,{x), sont les transcendantes qui, 
s’offrant immédiatement après les fonctions circulaires, con- 
stituent le sujet d’une branche d’ Analyse qu’on nomme la 
théorie des fonctions elliptiques. Ces quantités se lient par 
leurs propriétés fondamentales aux sinus et aux cosinus, et 
conduisent immédiatement aux fonctions doublement pério- 
diques. En effet, chacune d’elles ayant pour période ia, je dis 
que leur quotient 

6(x) 

possède, de plus, la période b. 

Pour le reconnaître, nous développerons l’exponentielle, et 

a 

* 15 7 

faisant, pour abréger, q = e b t nous écrirons 

irx* . 


, , . j— 2 an— 7— 

0, (x) = e “ b 2. ’f e b ’ 


ou encore 


ne . . 

0, (x) = c ab ^ y" 1 i cos an ^ -+- i sina» ^ j , 
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et, plus simplement, 

ttx* 

* » — r V'' a ttx 

0, (x) = e " b ^ <jr" cos in -j-, 

si l’on observe que, le nombre n prenant toutes les valeurs 
de — » à + oc , les sinus se détruisent comme égaux deux à 
deux et de signes contraires. Or, on aurait tout à fait de même 

0 (x) = e"“ 6 y (-l)Vy“ 5 COS 2 //^-. 

de sorte qu'en supprimant au numérateur et au dénominateur 
le facteur e. a0 on parvient à cette expression 

V „» r.r 

(f cos in 

ü,|x) _ Jh* ' 

4Ux) ~ v , „ ,3 wx 

>( — i )" <y cos a»-j- 

où la seconde période b se trouve mise en évidence. 

La définition de ces nouveaux éléments du calcul, qui 
étendent le champ de l’Analyse envisagée dans son objet le 
plus général, l’étude des fonctions, terminera les considéra- 
tions préliminaires que nous avions à présenter avant d’abor- 
der le Calcul différentiel, dont nous allons maintenant exposer 
les principes. 
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PREMIERS PRINCIPES. 


Série de Taylor. 


I. La notion de la dérivée se présente en Algèbre, à l’égard 
d’un polynôme entier F(x), au commencement de la théorie 
générale des équations, lorsqu'on recherche le développe- 
ment de F(.r-4-/i) suivant les puissances croissantes de h, et 
l’on obtient ainsi, n désignant le degré du polynôme, l’équa- 
tion 

F(x-*-/i ) = F(x) -t- -F'(x) -+- F"(x) . .-t- — — F<") (x). 

' i ' i.a v ' i.a...« 


La série de Taylor n’est autre chose que ce résultat étendu 
à une fonction quelconque et voici les considérations qui y 
conduisent. 

En premier lieu, l’équation précédente, mise sous la forme 


F(.r h ) — F(x) 
h 


F '(^)- — F"(x) 


hr-' 




montre que la dérivée F'(x) peut être définie comme la 
limite du premier membre quand l'accroissement h tend vers 
zéro. Or cette remarque conduit à considérer une pareille li- 
mite à l’égard d’une fonction quelconque f{x), et, par suite, 
sans recourir à aucun développement en série, à étendre à 
toute fonction la notion de la dérivée, en la définissant encore 

comme la limite du rapport : j — •» pour / t = o . 
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Coite définition se justifie, comme on sait, par les consé- 
quences importantes qu’on en lire pour toutes les fonctions 
continues; je rappellerai particulièrement les suivantes : 


Une fonction dont ta dérivée est mille pour toutes les, va- 
leurs comprises de x = x a ù x — X est constante dans le même 
intervalle. 

Si la dérivée d’une fonction est toujours positive depuis 
x — x, jusqu’à x = X, la fonction , dans te même intervalle, 
est continuellement croissante avec x. 

Lorsqu’ une fonction continue est nulle pour deux valeurs x, 
et X, la dérivée, si elle est elle-même continue, s’annule pour 
une valeur comprise entre x, et X. 

C'est celte dernière proposition, c’est-à-dire le théorème de 
Rolle, jointe aux règles de calcul établies si facilement en 
Algèbre pour la formation des dérivées de sommes, de pro- 
duits et de puissances de fonctions, qui nous suffira pour 
établir la série de Taylor. 

Considérons, en effet, l’expression 


R =/lX) -/(*)■ 


X — .r 


f'(x) 




(X - x)’ ' 
i.i...(a — ij 




qui s’annule identiquement quand f{x) est un polynôme 
entier du degré n — i , comme on le voit en développant /( X) 
écrit sous celle forme f[x + (X — *)], et cherchons à la dé- 
terminer lorsque/(jr) est une fonction quelconque. Soit pour 
cela, p désignant une quantité positive quelconque non su- 
périeure à n, 


de sorte que l’on ail 
/(X)-/(. r) 


n = 


(X- 


p, 


(X 




/»-••• 

(X-x)F 


P = O. 


i. »...(* -O' ' ’ !> 

En remplaçant x par z dans tous les termes du premier 
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membre de celle équation, excepté dans P, je serai conduit 
à l’expression suivante 

/(X)-/(*)-i 2 Lnl/- (î) _... 

_ < x -* >" _ fx-«y p 

i. a . p P ’ 


qui s’annulera d’abord pour z = x, et en second lieu, évi- 
demment, pour j = X, de sorte que sa dérivée par rapport 
à z sera nulle pour une certaine valeur de celle quantité 
comprise entre x et X. Or celte dérivée se réduit à celle ex- 
pression très-simple 


(X-sV - 1 

I) 


/ w (a)-i-(X — 


zl'-'P 


= (x-*y-' 




et la valeur de z pour laquelle elle s’annule, étant comprise 
entre x et X, peut être représentée par x -+- 0 ( X — x), 0 élanl 
moindre que l’unité. Il vient donc 


fl — Û\"-HX r\ u p 

'■=— 1.. 1.-0 

et, par suite, 

R = ^ r r ( x 

i.a...(n — i)p * 1 ' J 

En posant enfin X — x — h, on a le résultat auquel nous 
nous sommes proposé de parvenir, savoir 

f(x -+- II) =/(x) -H y/’{x) ■+■ 


Il"-' 

i -i) y 


(i - O)’-' h" 
i.a — 




fi h). 


C’est à M. Rouché qu’est due la démonstration précédente 
de cette forme du reste de la série de Taylor, donnée pour la 
première fois par M. Schlomich et par M. Roche ( Journal (le 
Mathématiques (le M. Liouville, i" série, t. III, p. 271). Il y 
figure un nombre indéterminé p, et, en supposant p = n et 
p = 1 , on parvient aux expressions de Lagrange et de Cauchy, 

1“ Partie, 4 
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dont il est fait surtout usage, savoir 



i .1 . . 


_/(.)(, + 6*), 


R = 


fi — 0)—' A" 
i .a — v" — i) 


/<">(* -4-6/1). 


Mais le principe môme de celle démonslrniion si simple, qui 
repose sur le théorème de Kolle, appartient à M. Hommersham 
Cox, ainsi qu'on peut le voir dans l’Ouvrage de M. Todhunter 
[A Treatise on the differential Calculas). 


11. I .es résultats qui viennent d’être établis, en se plaçant 
essentiellement au point de vue des fonctions réelles et des 
variables réelles (*), supposent que la fonction f(x) et ses 
n premières dérivées soient continues pour les valeurs de 
la variable comprises entre x et x -+- h. En supposant x = o, 
et remplaçant h parx, on en déduit 


/(•«•) =/(o)+7/'(o) + £/>)+... 


j?-' 

1.2... (n — i 


/(—■)( o)-f-R, 


le terme complémentaire désigné par H étant susceptible de 
ces deux formes principales, savoir 


1. a... (//—!)• 1 ' 


C’est ce qu’on nomme la formule de Maclaurin, identique 
au fond avec celle de Taylor; car elle donne le développe- 
ment d’une fonction de x suivant les puissances de ’x, et la 
série de Taylor, le développement d’une fonction de h suivant 
les puissances de h. il n’y a qu’un petit nombre de fonctions 
auxquelles la formule de Maclaurin s’applique avec simplicité, 
ce sont celles-ci : «*, sinx, cosx , log(t + x) et (1 -4- x)*; nous 
allons les considérer successivement. 


(*) C’est seulement dans le ('.aïeul intégral qu’on traitera du développement 
des fonctions en série dans le cas le plus général des variables imaginaires 
quelconques. 
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Développement de a 1 . — En posant 
/(■*) = «*. 

on obtient immédiatement 


/'(*) 

et généralement 
On en conclut 


« T log«, /"(x) = rt'Iog’ 


(x) = n* log”«. 


d'où la série connue 


rtr 1 = 1-1- 


xlogn x’ log’n 


x"' 1 loî* _l /7 


i i .a ‘ ’ i .a. . . (« — i) 

et, en employant la première forme du reste, on aura 


R, 


R 


x" log" a 


La convergence de la série ayant été déjà établie, il suffit 
de reconnaître que R décroît indéfiniment quand n augmente. 
Or cela est évident; car le facteur «** ne dépend de n que par 
la quantité 0 dont le maximum est l’unité, de sorte qu’il a 

pour limite supérieure a*, et quant à l’autre facteur - — » 


1 . 2 . . . n 


on sait qu’il décroît indéfiniment, quel que soit x. 

Développements de sinx et cosx. — Posons, pour obtenir 
la dérivée d’ordre n de sinx, 


/(x) = sin(x a), 


a étant une constante, on aura 

/'(x) = C03 (x ■+• a) = sin ^x ^ 

de sorte qu’on passe de sin (x-t- a) à sa dérivée, en changeant 
simplement « en * + On conclut de là, quel que soit n, 

/(■) (x) = sin ^x-i- » -h 

4 - 
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ei, par conséquenl, pour « = o, 

. / /rn\ 

/<">(.r) = 8in(x-e — J- 


n t. 


Or l’expression fW (o)=sin donne, pour n — o, 1 , 2 ,..., 

une suite périodique dont la période est o, i, o, — i, et l'on 
retrouve le développement 


x .»• 
sin.c = 


.2.3 1.2. 3. 4-5 




en posant 


H - 


I .2. . .(IM -+■ I 


I .2. . .(1111 — I) 


R, 


Ce reste est moindre que t % et a donc encore 

zéro pour limite quand m augmente indéfiniment. 

Relativement à cosx, on obtiendra semblablement pour 

sa n' im ’ dérivée l'expression cos|x-+- — donnant de même, 

pourx = o, une suite périodique dont la période est i,o, — i,o, 
ce qui reproduira le développement connu 


cosx = 


x 1 J* 

I . 2 I . 2 . 3 . 4 


qu’on aurait pu conclure du précédent, en en prenant la dé- 
rivée par rapport à x. 

Développement de log(i-ex). — Pour obtenir ia dérivée 
n <im, d e fi x 'j = log(i -+- x), il convient de poser 




afin d’appliquer la règle relative à la dérivée des puissances 
d’un binôme. De celle manière, on trouve immédiatement 

/%r) = — i ( i -h z )■*, /-(X) = I.2(I + X)-', /''(z)=-i.i.3(l+J-)-', 


et, par suite. 
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On en conclut 

/(o)=0, f( 0)=l, /'(o)=r — i /"("'(o) - ! — l)"-'l.a...f/I — I), 


d’où 


log( i -t- r) = 



£ 

T 


X* 

T 


{-«)* 



-t- R. 


Mais la série contenue dans celte formule n’est pas convergente 
lorsque la valeur absolue de x est supérieure à i , car le rap- 

oc 

port du (« + i terme au précédent, savoir » a pour 

i H — 

n 

limite x, n étant infini; de sorte que le développement donné 
par la formule de Maclaurin ne peut subsister que pour les 
valeurs de la variable comprises entre — i et -+- 1 , et il sera 
alors effectivement applicable si 11=0 pour n infini. Consi- 
dérons, pour le voir, la seconde forme du reste 


q ue j’écrirai ainsi 


R =(-.)'•' 


(I — Oy-'-r* 
[l -I- ÜX )" 


R 


[~lïl 

i -+- 6x 



La quantité H-Ox étant toujours supérieure à i — 0, il en 

/ i — 0 \" 

résulte que I ^ ^ j a l'unité pour maximum; mais, dans 

l'hypothèse admise, le facteur x * décroît indéfiniment, de. 
sorte qu’en définitive R = o pour n infini. La série proposée 


log(l -*-.r) 


X 



a donc lieu pour les valeurs de la variable comprises entre — i 
et -i- i. 

J'ajoute, afin de donner un exemple de l’emploi de la pre- 
mière forme du reste de la formule de Maclaurin 


-/<*>(« x), 


que la convergence, subsiste même dans le cas limite de x = i. 
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On a, en effet, 
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R = (-i 

et, en supposant x= i, 

R 


.r" 


n(i -t- 0.rj“ 


n ( i -f- 0 ) 


quantité qui s’annule évidemment quand n devient infini. 
La série ainsi obtenue, étant écrite de cette manière 


ldi 


\ a 4 ti 2 n ] 


se présente comme la limite de la différence des deux quan- 
tités 

ii i lit i 

"“s-- ^ “ • 


3 


i 

, _ ■ 

2 /i -t- i a 


4 C 


qui croissent indéfiniment avec n. C’est le type des séries 
nommées par Dirichlet semi- convergentes , et dont la valeur 
dépend de l’ordre dans lequel on ajoute les termes. Soient 
en général S„ et S„les sommes des n et m premiers termes de 
deux suites supposées infinies avec n et m, et faisons, pour 
un instant, 

S loci S — lo or y 

V 

la différence S„ — = log s’exprimera ainsi par le rap- 

2 n 

port • Or on ne peut obtenir une valeur déterminée pour 

une fraction qui se présente sous la forme ^ ou ~ qu’autanl 

que les deux termes ne contiennent qu’une seule et unique 
variable, à laquelle on attribue la valeur particulière condui- 
sant à la forme de l’indétermination. Prendre autant de termes 
positifs que de termes négatifs dans la série obtenue pour 
log2 , c’est supposer n = m , et l’emploi du reste 

u Jnil 

//(i-t-6)* 
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répond précisément à celle supposition. Mais la différence 
entre la somme des n premiers termes positifs et des n pre- 
miers termes négatifs tend, lorsque n et m augmentent, vers 
la quantité 

logî. -e log — 
m 


entièrement indéterminée, comme dépendant du rapport ar- 
bitraire — qu’on peut établir entre ces deux nombres en les 
m 

faisant croître indéfiniment. 

Développement de (i-i-x)“. — Les dérivées successives 
de f(x) = (i x>* s’obtiennent immédiatement, et l’on a 


d’où 


/(">( x ) = fi[a — i )(// — a ). . .[n — « -t- i) ( i -t- x)-* , 


/W(o) = a(n - i) {fi— a). ..(« — * -h l), 

et, par conséquent, 

a ri[n — i) , n{n — i). .An — n -+- a) 


(l + r,‘ = H x -i x 

l I .a 


1.2... (// — I ) 




J’adopterai encore la seconde forme à l’égard du reste, en 
écrivant 


It = 


n ( n — i ) . . . ( n — n -t- i 1 m 


i . a ... t/i — i ) 


-x”(i — 0 )“"'(i -t- 9x)‘ 


Cela posé, le rapport du [n -4- 1 ) , *“* terme au n' ime terme de 

.... a — n-i-i , .... 

la sérié étant x, dont la limite est — x pour n in- 

n 

fini, la formule ne peut subsister que si x est compris entre 
— i et H- r , comme dans le cas précédent. En nous plaçant 
dans cette hypothèse, écrivons la valeur de K de celte ma- 
nière (*) 


11.= 


[ ax (a — il x 

T à 



9x)*-'. 


Il est aisé de voir que la quantité entre crochets tend vers 
zéro quand n augmente; en effet, quand n croît de l’unité, 


(*) M. Serret, Cours de Calcul différentiel et intégral , t. I, p. 176. 
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elle acquiert le facteur — x — ~~J <l u * a — x pour li- 
mite. Cette quantité est donc un produit dans lequel les fac- 
teurs plus grands que un, en valeur absolue, sont en nombre 
limité, tandis que le nombre de ceux dont la valeur absolue est 
inférieure à une quantité donnée comprise entre x et i aug- 

mente indéfiniment. D’ailleurs l'expression I ^ ^ — - j a pour 

maximum l’unité, de sorte que la limite de R est bien égale à 
zéro, et la formule du binôme subsiste, quel que soit l'expo- 
sant, pour toutes les valeurs de x comprises entre — i et -+- 1. 

Quanta ces valeurs limites, à l’égard desquelles on ne peut 
rien conclure de ce qui précède, je me borne à énoncer que, 
pour a positif, la formule a lieu en faisant x — ± i, mais seu- 
lement pourx = 1, lorsque l’exposant est compris entre zéro 
et — i. Dans les autres cas, la série est divergente. 


III. La série de Taylor s’étend aux fonctions de deux va- 
riables, de manière à donner, par exemple, le développement 
suivant les puissances de h et de le, d o f(x + A, y - 4 - le). 

Voici, à ce sujet, la méthode employée par Lagrange dans 
les Leçons sur le Calcul fies fondions. Représentant par 
fl"\x, y) la dérivée de f{x, y), prise par rapport à la va- 
riable x, on pourra écrire 

/(x -r- /;, y) =/(*, y) -t- y/ x (x,y) -t- y) ■+-... 




x, 


v). 


Cela posé, changeons, dans les deux membres , y en y -t- / , 
et désignons par y) la dérivée d’ordre p, prise par 

rapport à y, de la dérivée n'**' prise par rapport à x, on aura 


(*, y + * j = 2 ( '• r)’ 


et, par conséquent, 


f(x -t- //, y-r-X) = YY — /j!y\x,y 
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les sommations s’étendant à toutes les valeurs entières et 
positives des nombres n et p. Lagrange ajoute que l’on aurait 
identiquement le même résultat, si l’on commettrait l’opé- 
ration par la substitution de^' -+■ h à la place de r. et le déve- 
loppement suivant les puissances croissantes de h, et que 
l’on fil ensuite la substitution de x -+- h pour x, et le déve- 
loppement suivant les puissances de h. Or. de celte seconde 
manière, on obtiendrait, pour terme général de la série, l’ex- 
pression 

■ /‘"t'V, v). 


h" h' 


i . a ... n x i . a ... p ' 


de sorte qu’on doit nécessairement avoir 




relation d’une grande importance et montrant que, à l’égard 
des fonctions de deux variables, l’ordre des dérivations par 
rapport à l’une et à l’autre variable peut être interverti sans 
changer la valeur du résultat final. 

Mais je reviens à la série précédente, pour la présenter sous 
une autre forme. En groupant les termes du même degré en h 
et en /r, on peut l’écrire ainsi 


/(.r-t-//, v -eX) =f(x,r) -+- hf'jx.j ) ■+■ h\f’ t (x,y) 

-+- !•/> ( «\v) -+- * lik f’ y (•*•. x) 
et l’ensemble des termes du n itm * ordre sera 


I .'JL 


[ 


Kf 1 :? (-r. J) -h j +... 
- 7 J) HK KÇ (.r, r)] 


les coefficients numériques étant évidemment ceux de la puis- 
sance n'*"* du binôme; c’est à ce résultat qu’on parvient, 
d’une autre manière, en posant 

F(r) = f{x -+- ht, y -+- Xr ), 
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développant F ( / ), par la formule de Maclaurin, suivant les 
puissances de t, et posant enfin dans le résultat / == x. L'avan- 
tage de celte méthode consiste à pouvoir donner une expres- 
sion du reste de la série, bornée à un nombre fini de termes, 
mais celle expression compliquée parait peu utile, et n’a ja- 
mais reçu une seule application. 


Remarques sur le développement des fonctions 
par la formule de Maclaurin. 


I. Parmi les fonctions simples auxquelles on a précédem- 
ment appliqué le théorème de Maclaurin, les unes, comme e *, 
sinx, cosx, et (i-t- x}*, quand l’exposant est entier et posi- 
tif, conduisent à des séries subsistant dans tome l’étendue 
des valeurs réelles ou imaginaires de la variable. Celles-ci, au 
contraire, log(i s- x) et (i -+-x)*, a n’étant plus entier et po- 
sitif, ne se développent qu’en supposant la variable, en valeur 
absolue, inférieure à l'unité. Ce fait analytique lient à une 
différence de nature entre les deux groupes de fonctions, que 
la considération des variables imaginaires rendra manifeste. 

J’observe d'abord qu’en faisant 


dans une série 


x p(crsA> -t- i sinw) 

ïA„x\ 


où les exposants de la variable sont des nombres entiers posi 
tifs ou négatifs, on obtient pour résultat celle expression 


ZA, 6*cos//w -+- Z A„ fp’sin/jM. 

dont les deux parties reprennent la même valeur quand on y 
change « f n o> -h si le module p, par exemple, est constant. 
Or, en écrivant 

i -e x = R (cos<p -4- yf— 7 sin 7 ) , 

on a vu plus haut que l’angle 9 devient 9 -t- 2 quand on 
remplace &> par o> -t- ir., lorsqu’on suppose p supérieur au mo- 
dule de — 1, c’est-à-dire à l’unité. Par conséquent, il est alors 
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impossible que les quantités 

log ( i -+- a- ) = log R y y — | , 

(l -I- -r )* = U" (cos a o -+- y] — | sinay) 

soient développables sous la forme 2 A „•*-*, puisqu’on changeant 
w en w -+- 2rr, ni l’une ni l’autre ne se reproduisent. I.a pre- 
mière s’augmente effectivement de 277 J — 1 , la seconde devient 

R’fcosafy -h itt) - 4 -j/— 1 sina(y + ii:)j = ïR"(cos«? -+■ v' — 1 sinay ) , 
et se trouve multipliée par le facteur 

s = cosaa- -4- y' — 1 sin2air, 

qui est différent de l’unité, si l’exposant a n’est point entier. 

Au contraire, en supposant p<i, on a vu que 9 ne change 
pas quand m augmente de la circonférence; rien alors ne s'op- 
pose plus à ce que les fonctions soient représentées par les 
séries que donne le théorème de Maclaurin. En effet, c’est ce 
qui a lieu, mais c’est seulement dans le Calcul intégral que ce 
théorème sera étendu aux valeurs imaginaires de la variable. 

II. Le petit nombre d’applications qui ont été faites de la 
série de Maclaurin lient à la difficulté d'obtenir l’expression 
générale d’une dérivée d’ordre quelconque de la fonction 
qu’on veut développer, et qu’il est nécessaire de connaître 
pour former le reste. Celle série n’en est pas moins d’un 
usage continuel dans toutes les circonstances où l’on n’a be- 
soin que des premiers termes, en négligeant la discussion du 
reste. Elle peut servir aussi dans des questions d’Analyse 
pure, et j’en donnerai un exemple qui permettra d’étendre ses 
applications, en recherchant la dérivée d’ordre n d’une fonc- 
tion de fonction /[ç(.r)], ou bien /(«), si l’on suppose, pour 

, , h n 

abréger, 11 — v(x). Celte dérivée étant le coefficient de — ■ 

dans le développement de 

./ [»(•* +•/' )], 

je partirai de la relation 

?(•*-+- ‘‘) = t(-r) + 7^3 *"(•*) +•••> 
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ou plutôt 

* fl . fl' , fl' 

o = - U -t Il -t- Il 

I 1.2 1.2.3 

je mettrai le développement cherché sous cette première 
forme 

/[?(■* /')] = f(« ■+■ *) =/(«)•+■ j /'(«)-*- /'(«)-*-■• • 

H — /<*>(») -+- 


Cela étant, il restera à calculer les puissances successives 
de (5, afin d'obtenir dans chacune d'elles le coefficient de /i"; 
mais h étant en facteur dans ô, on n’aura point à considérer 
les puissances d'où l’on voit déjà que la dérisée 

cherchée sera de la forme 



/<"(«)-•••-+- 



A, étant le coefficient de h u dans &. 

Soit, par exemple, u = x\ on aura 

S = %/ix -t- //’ = h ( 2 .r -f- h ). 


et 


ô'= h' |^( 2x)' -F- '-{•xx)'-' h 


I .2 

/(/ -!)...(/ - X -f-l ) 
i.a . . . A 


(i».r )'-*// + ...1. 


Nous obtiendrons donc le coefficient A/ en faisant / -t- h —n, 
c'est-à-dire h = n — i, ce qui donnera 


\,= 


i(i — l 'i ( / — 2 ) . . . ( 2/ — ii 

iTaT . .(a — / ) 


|2.r) 


quantité qui s’annule tant qu’on ne suppose point i > — - — ; 
de sorte qu’il convient d’écrire la formule en renversant 
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l'ordre des termes, et commençant par /(">(«),/("-•;(«; 

Une réduction facile donne alors, pour la dérivée rV im ' d e f( x 5 ), 
celte expression 


(lJr)'/ w («)+«(" — l) (ï-x)'-' 
h (n — i)|/f — 7.) (ri — 3 ' 

+ — i[»x)-/M(.)+... 

n(n — 1 1 ...(// — 7 X -t- i ) 


1 . 2 .../ 


(2 


qui a d’importantes applications. 
Soit encore 


u = - 1 d'où 'î — , 

x i + i 


i 

x 


h 

X(X -+- /l)’ 


et, par suite, 

/ y ^( J + ^)~' _| — if/i'f i i h /(/-+- 1 ) /, 3 '] 

x* - x' L? r i i - 1 + t~.r~x rr, ~ ■■■J’ 

on obtiendra semblablement (*) 

A = (~~' )* 7)...{/t — i ) 

‘ j *- 1 i .a (« — /) 

Revenant au cas général, nous remarquerons qu’en vertu 

/ * 

du théorème de Maclaurin, le coefficient de dans le 

i .2 . . n 

développement de la fonction 


s ‘- [*(* ■+■ h) — ï(x )] 1 

est la dérivée de cette quantité, prise par rapport à h, 
quand on y aura fait /i = o. Cette dérivée, d’ordre «, se lire 
immédiatement du développement de la puissance 


<ï‘ = î’(x -1- h) — y ^-‘(.r -i- /i)?(x) ■+■ -—y — y— ( x -+- /|)-J. ! (x). . . 

et a pour valeur 

[>‘ (X //)]i“) - y [ T -' [X-h //)]t») ? (x) 


(*) M. Sciilomicii, Journal de C relie ^ t. XXX. 
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Or, en y faisant h — o, elle se réduit à 

7 rt'-’wr ?(-o + [ï'-’wr *•(*) 

de sorte qu'il vient, en remplaçant, pour abréger l'écriture, 
<p(x) par // (*), 

le dernier ternie de la quantité entre parenthèses étant 


111. Les racines des équations algébriques ou transcen- 
dantes peuvent aussi être développées suivant les puissances 
croissantes de x par la formule de Maclaurin, puisqu’on sait 
former les dérivées des fonctions implicites, et, en prenant 
pour exemple la relation 

v — o -h t situ', 

qui sera plus tard traitée dans le Calcul intégral, on trouvera 
sans peine pour les premiers termes 

. jr : x 3 

y = o -t- x sin« -t- — sina« -t- — ( 3 sin3« — sirui) 

^ a 8 

Mais sur ce sujet que je ne dois point aborder ici, je me 
bornerai à la remarque suivante du célèbre géomètre alle- 
mand Eisenstein. Supposons que le premier membre de l’équa- 
tion F(x, j) = o soit un polynôme entier en x et y à coeffi- 
cients numériques rationnels, et qu’on en ait tiré un dévelop- 
pement en série 

y = «, -+■ a, x -t- «, a? -F- . . . -i- a. j? -t» . . . , 

dont les coefficients a„ x,,... soient de même rationnels. 
En les réduisant à leur plus simple expression , le dénomi- 


(*) Voyez dans le Traité de Calcul différentiel et de Calcul intégral de 
M. Bertramd, t. I, p. 1 3ij , une autre démonstration de ce résultat, qui n’est 
guère applicable qu’à la condition de pouvoir obtenir immédiatement les dé- 
rivées successives d’une puissance quelconque de «, c’est-à-dire dans les ens 

de r/ = *'<*, « = e**. 
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nateur du terme général a. présentera celte circonstance ca- 
ractéristique, de ne jamais contenir qu’un nombre fini et li- 
mité de facteurs premiers différents. 

Dans ce développement, par exemple, 

i i i.3 , 1.3.5 , i.3. 5. ..(an — i) „ 

-7= =l+-'tH r-E-r* — — ! 

v /,_ x a a. 4 a. 4-0 a.4.6...a« 

on ramène la fraction 

i .3.5. . . (an — i) 

2 — — - 

" a. 4-6... an 

à n'avoir pour dénominateur qu’une puissance de a, par cette 
transformation 


i .3.5. . . ( an — i) i .a.3. . .an i i .2.3. . . an 
■ 2 . 4 . 6 . ..an ~ (a. 4 . 6 . . . an) J a 1 ” ( 1 .2.3. . . n) 1 ’ 

I .2.3, . • 25/1 

où l’on reconnaît dans le facteur , ■ * ' — - le coefficient 

(1.2.3. . . n)' 

du terme moyen dans le développement de la puissance an du 
binôme, qui est nécessairement un nombre entier. De cette 
observation découle comme conséquence immédiate que les 
séries 

10g(l-t-.t)= X - - + 

, X X * X 3 

C* = H 1 

i 1 .a 


1 .a.3 


11e peuvent satisfaire à aucune équation algébrique, puisque 
les dénominateurs des coefficients contiennent des facteurs 
premiers en nombre illimité, et représentent nécessairement 
des fondions transcendantes. 

Je terminerai ces remarques par quelques exemples de dé- 
veloppements en série de fonctions d’une ou de deux variables, 
savoir 


(x ■+■ /x'-i)"=(ai)’- m(u)" ’ -f- — — (ar)” -1 


1 .a 

4) ( m — 5) 

1 .a.3 1 ' 


■••• C), 


(’ ) Lagrasci, Lebaiu ni- le Calcul des foictioni, p. ia6. 
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I , X - 

- log — 

•A X - 


i_ f J ai 2.4 1 | 

1 ’Lx 2 — 1 3 (x 2 — i) 2 "*" 3.5 (x 2 — ij J '"J 

2 . 4 . 6 .. . 2/7 ( — 1 )* 

x 2à 3 . 5 . 7 ... ( 2 «+T) i* 1 — «r 1 5 


(1 — x)’ 2 4- ( 1 — r) 2 y»i.3.5...(a« — Q. 1 ,3 .5 . . .(a/; — 1 ) , , 

= i -i- i (x -i- j ) h — (3j^+ xf-+- 3r : ) -e. . 

a a . 4 


| + (| — x 5 ) 


— = I -h - V -+--5 (ax ! -4- V 5 ) •+-. . . 
i a - a 2 


- Y -+- I — X‘ 


n[n — 1 ). . .(« — b -4- 1 ) x” v 
1 . a ... b 


2b y.m 35 

ï 7 


log ( 1 — _.r)Ji — r) y i. a.3...<?.i.a.3...& , 

xv — x — >' 1 . a • 3 . . . I a -f- b -+- 1 J 


y/[l — Jc)(jC — Y) 


= 1 - 1 - - (x +j) -1 

2 a. 3 

( 3x’-t- xr 3_> -ï ) 


,i i.3 A 

x 2 -e -xr n r 2 1 

a ^ a.4' J 


1.3 1.3.5 A , 

a.4^ a.4.0' r J + 


arc cos 


r (i-r)^ 1 («-/) ? 1 

[_l + (l — x) V 1 -^(1 — x)~ 2 J 

(I-X)(“x — 7 ) 

1 i.3 ( 2 \ 1 .3.5 ( , a 2.4 A 

-; + MV + 3-’) ^ a. 4.6 (,* " 3 r -’ " 3.5 ’ J 

-F- -H ^r.v> + 

' 2 . ^ . G . 8 \ 3 3.5 3.5 . y j 


Enlin j'indiquerai, comme trouvant une application géomé- 
trique importante, ce résultat, que le groupe homogène des 
termes du second degré dans le développement du radical 


\J I ■+■ a( JX -r *‘jr) -t- (Sx 2 pair -r- p’f 3 ) 

= 1 (ax -h a y) -i-i^x'+f'/j' -F- p’r') — (ax - 1 - a'j)*] -H. . . 
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entre comme facteur dans le groupe homogène du troisième 
degré et des degrés plus élevés. 


DEFFÉREffTOLtES DES FONCTIONS D'UNI VARIABLE. 
Différentielle du premier ordre. 

I. On a fait usage, en établissant les propriétés fondamen- 
tales des fonctions dérivées, de l’équation suivante 

où £ désigne une quantité qui s’évanouit avec //. Cette équa- 
tion, donnant 

f{x+k)-f(x) 

hf(x) - - ' JW 

monlreque la limite du rapport de ladifTérence/(.r-|-/i) — f[x\ 
au produit hf[x) est l’unité lorsque h tend vers zéro. C'est 
à ce produit qu'on a donné !e nom de différentielle d ef(x), 
et on le désigne par la caractéristique d écrite devant la fonc- 
tion, de sorte que l’on a 

d/(x) = /,f(x). 

Dans le cas particulier de f{x) — x, cette équation devient 

elx — h, 

et la relation précédente s’écrit ainsi 

df(x)=f(x)dx. 

La définition de la différentielle ainsi posée, voici la pre- 
mière proposition à établir. Soient 

n = y(x) et y =/(«), 

je dis que la différentielle de y reste la même, soit qu’on ex 
prime /en fonction de u par l'équation /=/( m) ou en fonc- 
tion de x par celle-ci / = /[<p(x)]. 

En effet, la différentielle de y, en considérant y comme 
1 ” Partie. 5 
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fonction de x, est le produit de dx par la dérivée dej; on a 
donc, d'après la règle relative à la dérivée des fonctions de 
fonctions, 

dy = /’(«) f'(x)dx. 

Or la différentielle de y , considérée comme fonction de u, 

est 

dy=f'{u)du; 

ce qui est précisément le résultat précédent, en observant que 
la différentielle du a pour valeur ÿ{x)dx. 

Soient, par exemple, 

u — x " et y — h", 

au lieu des deux expressions établies en Algèbre 
«' = et y* •=««"“' 

on aura ces résultats de même forme 

i/u = m tlx et dy = mu?~'du. 

Nous avons maintenant à donner l’expression de la diffé- 
rentielle de toute fonction d'une variable, c’est-à-dire simple- 
ment à appliquer la notation différentielle aux expressions 
des dérivées des diverses fonctions considérées en Algèbre, 
et que nous allons ainsi passer en revue. 

Soient, à cet effet, «, e, «v,. . . diverses fonctions de x; les 
relations suivantes 

u 

y = « -t- i’ -t- tv -i- . . . , y = uc, y = - , 

J * F 

donnent 

, , , , , , , , u'v — v’u 

y = « H- v -+- iv -t-..., j = u ('+ eu, y — 3 • 

Multiplions donc les deux nombres par dx, et remplaçons 
u'dx, v' dx, w' dx,. . . par du, dv, div,.. . , il viendra 

f/y = f/« ■+• itv -t- div 
f/y =r v du -v- u dv, 

, v du — u dv 
'*= v’” • 

En opérant de même sur l’équation qui donne la dérivée 
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d’une fonction composée de plusieurs autres, 

r =/(". 

savoir 

v' = /' 1- ^ f (v'-f-, . 

• ^ Il • V •' IV * * 

on trouvera 

dy = /’ -h f dv ■+- 1' rhv -h . . . . 

Et si à ces résultats on joint les suivants 


lie’" — wxT'dx, d log.r = - dx, dti* = n‘ logrt dx, 


d sin x cosx dx, d arc sin x = — - - dx, 

v/i — x’ 

d cosx = — sinx de, d arc rosx 1 dx, 


y/l — x J 


d tangx = — î— dx, d arc tangx = — ! — - dx, 
cos’x 1 -H x 1 


on aura réuni tout ce qui concerne la différentiation des 
fondions explicites. Quant aux fonctions implicites données 
par une équation entre x et y, f{x,y) = o, la valeur 

K 

y* — «-conduit a la relation 

/; 

ily = jj- dx. 

J r 


II. L’introduction de la notion de différentielle nous ayant 
ainsi amené à présenter l’ensemble des résultats obtenus en 
Algèbre relativement à la formation des fonctions dérivées, je 
résumerai succinctement les procédés qui y conduisent. La 
dérivée de y =f{ u ), en supposant « = <f>(x }, savoir 

y’ =/'(«) ? '(x), 

sera le premier point à établir, et on sait qu’on y parvient 
bien facilement. Le second point sera la dérivée de logx-, il 
exige plus de développement, mais on peut le considérer 
comme fondamental, car. en employant cette proposition évi- 
dente, que la dérivée d’une somme de fonctions est égale à la 
somme des dérivées de chacune d’elles, on en déduit immé- 
diatement la dérivée d’un produit de deux ou d’un nombre 

5 . 
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quelconque de facteurs, d'un quotient, d’une puissance, l’ex- 
posant étant quelconque, enfin de l’exponentielle. Soit, par 

v = 

loge — m log//, 
y' mu' 

, Y , „ . , 

i = m -u — m ii ii . 

il 

J' = «*, 

• r log fl — log^V, 

et on en conclura 



doù 

i‘*= y log« = rt'loga. 

Viennent ensuite les fonctions circulaires, dont la dérivée se 
déduirait encore de l’exponentielle, en admettant les formules 
d’Euler 

c *<r~i _ -+- 

sinx =• - — i cos.r — 

iy-i a 

mais qu’on établit directement d’une manière plus élémen- 
taire. Obtenu par une voie ou par l’autre, le résultat conduit, 
en posant sin/ = x, cos^ = x, aux dérivées de arcsinx, 
arccosx, et il ne reste plus qu’à chercher celles des fonctions 
implicites. Ici se place un théorème important, donnant l’ex- 
pression de la dérivée d’une fonction /(m, v), composée de 
deux autres, et dont la démonstration est encore très-facile. 
Appliqué à l’équation f(x,y) = o, il conduit immédiatement 
à l’expression cherchée, et qui complète l’ensemble des ré- 
sultats précédemment énumérés, servant de base au Calcul 
différentiel. 

III. Avant d’aller plus loin, je vais considérer, alin de fami- 
liariser avec la notation différentielle, quelques questions qui 
dépendent d’éléments géométriques relatifs à la tangente à 
une courbe y =f[x). 


exemple, 
on aura 
puis 

d’où 

Soit encore 
on aura 
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En un point quelconque M (Jig. 4 ), menons la tangente MT, 
F 'S- '>• la normale MN, l'ordonnée MS, et 

ïl désignons par 9 l’angle MTx. On 

aura immédiatement 

SN = tangf, ST=^cot ? , 

*' Y 



MN 


COSf 


MT = 


sin <j> 


ce sont les longueurs auxquelles on donne les noms de so us- 
normale et de sous-tangente, de normale et de tangente. Con- 
sidérant en particulier les deux premières, je remarque que 
F 'e- j- si l’angle 9 est obtus, comme l’indique 

celte nouvelle figure (Jig. 5 ), 011 auiait 


VI 


X. 


SN = — rtangç, ST = — j-cotf. 


_ ! Z 

s 


°i 


_>.» Mais alors les longueurs ne sont plus 

T » 1 » * 

comptées dans le meme sens p;ir rap- 
port à la projection du point de contact sur l’axe Ox, de sorte 
qu’on peut se borner aux premières formules 


SN =j*-tangf, ST = y coty, 


en convenant, pour la sous- normale, qu’elle sera portée à 
droite du point S si elle est positive, à gaucbe si elle est néga- 
tive, et faisant la convention inverse à l’égard de la sous-tan- 
gente. Cela posé, je me propose de déterminer toutes les 
courbes 

Y=/(x) 


ayant, au signe près, même sous-normale et même sous-tan- 
gente qu’une courbe donnée quelconque y • ~ o{x). 

f/y 

Employant à cet effet l’expression lang9 = -j~, qui permet 
d'écrire 



ST = 


y tlx 


je suis amené aux relations 


Y rfY _ ydy Y de ^ y, Le 

rtc djc ’ rf Y il y 
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Or la première, en multipliant les deux membres par i.dx, 
donne immédiatement 

2 Y dX — ± a ydy, 

ou bien 

dX'=d(±y'), 

et en désignant par A une constante arbitraire, 011 en conclut 


Y’= A. 


A l'égard de la seconde, envisageant d'abord le signe -h, 011 
aura 


Y dx ydx 
dX dy 


ou, sous une autre forme, 


rîX _ dr 

T" /’ 

et on reconnaît ainsi dans les deux membres les différentielles 
de logY et logj 1 , de sorte que nous en conclurons, en dési- 
gnant par logA une constante arbitraire, 


et enfin 


logY — logv -e log A, 
Y = Av. 


Si l'on considère en second lieu le signe —, c'est-à-dire la 
relation 

X dx ydx 

~dx~~~l TT’ 

on en déduira 

Y dy -+- ydX = o, 

et le premier membre mettant en évidence la différentielle du 
produit Y y, nous sommes amenés à celte conclusion 


d’où 


Y y = A, 



y 


On voit donc qu'étant donnée la tangente à la courbe 


Digitized by Google 



PREMIERS PRINCIPES. 


7 > 

X — ?( x )> on cn déduit, par une construction géométrique 
immédiate, la tangente à ces diverses transformées, savoir 


r’=± ?’(*)-+- A, y = Af (jr), y = 

Toutes les courbes du second degré, sous ce point de vue, 
dépendront de la ligne droite, qui est à elle-même sa propre 
tangente, et en considérant pour seul exemple l’ellipse 

r’=^î •**). 

nous opérerons ainsi. Ayant tracé la droite y—-x {Jig. 6), 

qui est la diagonale OA du rec- 
tangle des axes, et mené l’ordon- 
née MS d’un point quelconque M 
de la courbe, nous obtiendrons 
sur celte diagonale le point m, au- 
quel correspond la même sous- 
normale sauf le signe. Soit nm con- 
duit perpendiculairement à O/w, afin d’obtenir Sn; nous por- 
terons cette distance à gauche du point S, cn SN = S/i, et MN 
sera précisément la normale au point M de l’ellipse. 

IV. Afin d’appliquer encore la notation différentielle, voici 
les questions analogues aux précédentes à l’égard des courbes 
rapportées à des coordonnées polaires, où l’on emploie en- 
core ces mêmes dénominations de sous-normale, sous-tan- 
gente, etc., mais en les définissant d’une autre manière, comme 

Élevons au pôle S {Jig. 7) une per- 
pendiculaire au rayon vecteur SM = p; 
soient T et N les points de rencontre 
pe celle perpendiculaire avec la tan- 
gente et la normale à la courbe en M ; 
on aura, si l’on désigne par V l’an- 
gle SMT : 



Fie- 6 - 



y 


/_ 


/î\\ N 

Vf 

0 

N * * . * 

/ 


— 
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La sous normale SN = o cotV, 

La sous-tangente ST = ptangV, 

La normale MN — -Ârz, 

sin V 


La tangente, 


MT = 



Ces diverses expressions, sauf celle de la normale MN, sont 
affectées du signe — dans le cas de l’angle V obtus, comme 
on le verrait par cette seconde ligure (Jig. 8). Mais, sans m’y 


Fig. S. 

arrêter, je remarque qu’en désignant 

T \ 

V L 

par p' la dérivée de p par rapport à l’an- 

\ '• \ 

gle polaire w, on a 

\ ^ -- - 

un " v= p' = V’ 

“ s’ 7" ' - î 

N \ 

\ 

et on en conclut, en employant la nota- 


lion différentielle, 




MN = V / ^i- Vfe,J , MT = ? 

rloi dp 


Soit donc p =/(&>) l’équation d’une courbe quelconque, 
nous obtiendrons toutes les autres lignes p, = ?(<•>), ayant 
même sous-normale, en posant 


d'où 


rla l r/o 

f/fit (Im 


p i - j + A. 


Celle seconde courbe a reçu le nom de conc/ioïJe Je la pre- 
mière. En égalant les sous-tangentes, nous trouverons 


ou bit n 


, r/w , f/eo 

fi * ; =p 4’ 


. 1 ’ 
fl f 
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P. P 

ce qui établit entre les inverses des rayons vecteurs la même 
relation que précédemment. 

Un résultat plus important s’obtient enfin en cheichant sous 
quelle condition les angles des tangentes avec les rayons vec- 
teurs correspondant au même angle polaire <o sont supplémen- 
taires. En posant, en conséquence, 


ce qui peut s’écrire 
on en conclut 


p, r(w p fl't> 
t/o l i/o ’ 

6. f/ù -t- prfp ( = O, 


et l’on voit que la seconde courbe est la transformée de la pre- 
mière, par rayons vecteurs réciproques. 


Différentielles d'un ordre quelconque. 


I. En posant 
l’équation 


dr =/'(■»') 


sert, comme on l’a vu, de définition à la différentielle pre- 
mière de Or cette différentielle, étant une fonction de x, a 
elle-même une différenlielbs qu’on désigne par d ( dy ) , ou 
plus simplement par d'y, etdonl l’expression, en supposantr/x 
constant, s’ohtienl immédiatement au moyen de f(x). Effec- 
tivement, la différentielle de /'{x)</xsera le produit de dx 
par sa dérivée relative à x, c’est-à-dire f"(x)dx, puisque dx 
est constant, de sorte que l’on aura 


tl'y = f(.r)dx'. 


On obtiendra de même 

tl'y =f m (x)dj. 3 . 
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et généralement 

d’y = /C>(x)</x*. 

11 est à peine nécessaire d'observer que n indique dans rf".r 
l’opération « fois répétée de la différentiation, tandis que dans 
dx’, c’est un véritable exposant algébrique. 

Cette notion de différentielles d'ordre quelconque étant en 
Analyse d’une grande importance, nous allons la présenter 
sous un nouveau point de vue. 

11. A cet effet, je considère la suite des fonctions / (x), 
/, (x),. . .,/. \x) auxquelles je donne le nom de différences 
successives de f(x), savoir 

/,(•*) =/(*-*-/•)— /(•*)* 


/„(x) =/_, (X -t -A) (x), 

et je vais prouver qu’on a 

/. (x) = /**[/<■> (x)-e.J, 
e, s’évanouissant avec h. 

Pourcela, j'observerai d'abord qu'on obtient successivement 

f t (x) -/(X a A) — a /(x -H A) -h/(x), 

/,(*) -/(x + 3A) - 3/(x -t- a/i) 3/( r + A) -/(x), 

et généralement 

/„ (x) = /(x -4- nli) - nj[x -+- ( « — i ) A ] -*- n,f[x -h ( n - a) A] - . 

les quantités n„ n„... désignant les coefficients des puis- 
sances de x, dans le développement de (i -+- x)". Celte for- 
mule importante se vérifie par le procédé élémentaire qui 
consiste à la supposer vraie pour un nombre quelconque n, 
et à démontrer qu’elle subsiste pour le nombre n -t- i. Cela 
posé, développons /„(x) suivant les puissances croissantes 
de h, en appliquant la série de Tavlor à chacun des termes 
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qui entrent dans son expression, savoir 

f{x ■+■ nh) =f(x)-b^f'{.r)-h'^f(x) + ..., 

f\* + (« - «)/'] = /(*) - f'[x) + (W ~ - V^ /’(X) - 


Ces développements, substitués dans f.[x), donnent pour 
résultat 

/.(*) = K ,/(*) -+- N, /»/'(*) -k N, /l’/'l-r) 

les coefficients désignés par N„ N,, N„... dépendant uni- 
quement du nombre n. En particulier, on trouvera 
N, = i (i — i)’= o; 

mais les suivants demandent, pour être déterminés, un pro- 
cédé particulier, souvent employé dans d’importantes ques- 
tions d’Analyse. Il consiste à mettre à profil celle circon- 
stance, que les valeurs cherchées sont les mêmes pour toute 
fonction f(x), et à faire la supposition de f[x) d'où ré- 
sultent les conséquences qu’on va voir. En premier lieu, on 
trouve 

J, (•*■) = c rrt —c r = c r (e‘ — i), 

/i{*) = *'(**-')*, 


Toutes les dérivées de f[x) reproduisent d'ailleurs <?', de 
sorte que la formule de développement de/, (x) donne im- 
médiatement, en supprimant dans les deux membres le fac- 

tpnr p* 

(é-i) , = N i + N l i + N 1 4' + ..„ 

c’est-à-dire 



li 

i . a . 3 



N,+ N | /h-N 1 I , + .... 


Or le premier membre contient en facteur //"; donc, tous 
les nombres N„ N,, N„ .... jusqu'à N,_„ sont nuis, et l'on a 


N.= '. = 


// ( 3 » -4 
24 


il 

- ) 


“ 48 
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Nous obtenons donc, pour le développement cherché, 

/.(*) = /' + 

en posant 




quantité qui s’évanouit avec A. Il en résulte que la limite du 
rapport de la différence finie /„(x)au terme h"fW(x) est l'u- 
nité, lorsque A tend veis zéro; or ce terme, en faisant 
lt — dx, est précisément la différentielle d’ordre n de f(x), 
à l’égard de laquelle on trouve, par celle nouvelle voie, la 
définition et la propriété caractéristiques données pour la dif- 
férentielle du premier ordre. J’ai considéré, pour plus de sim- 
plicité, la série de Taylor comme indéfinie dans ce qui pré- 
cède; mais si l’on veut raisonner plus rigoureusement, et 
envisager un nombre fini de termes, on observera qu en 
arrêtant à la puissance A" +l les développements de f[x-hnli), 
f[x + (n — 1 ) A], on obtient, au moyen de la première forme 
du reste, 


Al*) = K/l') + N, hf'( x) -k. . . + N„A"/ ( ">(x) 


/t”'A 

1 .a. . .(« -t- 1) 


ùo l’on fait, pour abréger, 


a = //“ +, /<"^>(.rj _//, (// — 1 )•*•/<« '>K_,) 

■+- «,(«—»} * +, /< ” +i > (j-..,) — . . . ± «,/t** 11 (•<■,), 


Xi désignant une valeur comprise entre les limites x et 
x-hi/i. Cela étant, la conclusion ressortira des propriétés 
purement numériques des coefficients N„ N,, N„. . . dont les 
n — 1 premiers s’évanouissent, les suivants étant : N„ — 1 , 

N„ +l = - v» propriétés qu'on peut supposer établies A priori. 

Nous trouvons ainsi non-seulement 


•/.(x) =A"[/f>(x) + «„], 


mais encore £, sous la forme suivante 


/iA 

l * = fXT 


(« + «) 


111. La différentielle d'ordre «de la fonction At“ donne lieu 
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à une remarque importante. Ce nombre n, qui, par son ori- 
gine, est essentiellement entier et positif, figure, à titre «l'ex- 
posant algébrique, dans le second membre de la relation 

rf'Af" - Af*V(//, 

où il peut dès lors recevoir une valeur quelconque. On est 
ainsi amené à définir la différentielle à indice quelconque 
de Ae“ par l’expression A e^a’dx*, obtenue d’abord en sup- 
posant n entier et positif. De cette fonction particulière, nous 
passerons ensuite à une fonction quelconque exprimée analv- 
tiquement par cette somme 

v = Ar" Br*' -f- Cr" 

composée d'un nombre fini ou infini de termes, en convenant 
de poser 

d\r = ( A«"r" -t- Bè"r* x -1- Cc"c" -h . . ,)dr*. 

Cette idée des différentielles à indices quelconques, qui est 
due à Leibnitz, a été le sujet des travaux de l'un des plus 
grands géomètres de notre époque, M. Liouville. Je renverrai 
à ses Mémoires, qui ont été publiés dans le Journal de 
l'École Polytechnique , en me bornant à donner à cette occa- 
sion la formule suivante 

d*nv— -«- n x dvd’~'u -h /», r / 1 «'«/"“’ « -«-... -t- ud’v , 

où les coefficients numériques n,, w„ . . . sont ceux des termes 
en x, x ’... dans le développement de {i +x)’. Dans le cas 
de n entier, le seul que nous ayons à considérer, elle se dé- 
montre en l’admettant pour une valeur donnée de «, et véri- 
fiant ensuite par la différentiation qu’elle a lieu pour la va- 
leur b + i. On peut encore écrire, avec des coefficients 
numériques indéterminés, n„ n,, «„..., 

d'uv = n, vd’u -i- h, dv d“~'n -1- n 7 d , i , d‘‘~ , ii 

et, en posant u = e‘ r , v = e kx , on arrivera immédiatement à la 
conclusion précédente, car il vient ainsi, après avoir supprimé 
dans les deux membres le facteur ei‘+*'*, 

(n -t- b)" = n t (f -t- n y d‘-'b -t- n x a“' , b 7 -t-, ... 
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Différentielles partielles et différentielles totales. 


I. Une fonction de deux variables z—J'[x,y) peut être 
diflférentiée m fois par rapport à x, et ensuite p fois par rap- 
port à y; c’est au résultat de ces opérations qu'on donne le 
nom de différentielle partielle. D’après ce qui précède, la 
différentielle d’ordre m par rapport à x s’exprimera par le 
produit de la dérivée m' 4 -*, y), multipliée par «Zx", et si, 

en considérant x comme constant, on différentie l’expres- 
sion 

fl Z\*,y)djr 

p fois par rapport à y, le résultat sera 

f^ p \^y)dx m dyr 

On l’écrit plus simplement encore de cette manière 


Z 

tLrTily " 


djTdi*, 


car, en premier lieu, ^ est la dérivée d’ordre ni de z, par 
rapport à x, et l’on convient ensuite de poser 
rf f d m z\ d m *'z 

dp \dür ) ~ d±"djf ' 


Comme on a déjà démontré qu’on peut, à l’égard des fonc- 
tions de deux variables, intervertir l’ordre des dérivations 
par rapporta l’une et à l’autre variable, il en résulte que 

d m (d'z\ d> fd m z\ 

duT \dy p J ~ dy> \djT )' 


( / m +P Z 

et c’est ce qui justifie la notation adoptée » 011 la pcr- 

mutation des indices ni ci p n’apporte aucun changement. 

Soit proposé, comme exemple, de déterminer les dérivées 

partielles du premier ordre -y— et y d’une fonction de x et_y 
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définie par l’équation 


F(-r, r, z) = o. 


Nous diflerentierons d’abord cette équation par rapport à x, 
en appliquant la règle des fonctions composées, et il vien- 

fj z 

dra, en faisant suivant l’usage ~ = p, 

f/F f/F 
, Tï + dll , = °- 


r , .. fli 

Pour avoir ensuite ^ qu on représente par q, nous dilTé- 
renlierons de même par rapport à y, ce qui donnera 

f/F f/F 

T + T 'I ~ °. 
f 0 tlz 

Si l’on désirait en outre les trois dérivées partielles du se- 
cond ordre, à savoir 

iPz _ tPz f/’z 

t, ü ' ~ r ’ TÎIÏÏy ~ *' dy- ' ~ *' 

on opérerait ainsi. 

Difleremiant par rapport à x l’équation 
f/F f/F 

nous observerons que les quantités ~ et ~ contiennent x 

et z, et donneront chacune deux termes; nous appliquerons 

ensuite le théorème qui permet de remplacer - , f - par , 

dz dx 1 dxilz 

„ dp d’z 

et enfin remarquant que ^ = r, nous trouverons 

f/’F , f/’F , f/’F , rfF 

+ 2 TÜTz 1 ’ + ,W ,J + Tz r = °- 

Pour avoir z, nous pouvons partir de la même relation dif- 
férenliée par rapport à y, ou de celle-ci 

f/F , f/F 
• 7 - -4- —r q = O, 
tly rfz ' ’ 
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différeniiée par rapport à x, et il vient ainsi 

,/*F rf’F d' F d’Ÿ , d F 

Æÿ + ,7^5 P+ûZû‘l+7iïn + Tz'= 0 - 

Enfin I résultera de la dernière différeniiée par rapport à y, 
ce qui donnera 


æ F 

dj 


.. . rf’F rt'r , «r 


,/>F 

’ dz* 


tl? 
' r/z 


Connaissant donc p et q en fonction de x, y et z, on en dé- 
duira, par la substitution, les valeurs de r, s et t. 

II. La différentielle totale d’une fonction de deux variables 
z —f(x,r) est la somme des différentielles partielles par 
rapport à x.el par rapport à r, c’est-à-dire 
dt . rit . 

j-dx- 1 - -j-dy, 

dx il) 

et on la désigne par dz , le symbole d'opération d ayant, comme 
on le voit, des significations bien différentes dans les deux 
cas. 

La différentielle totale seconde d'z sera de même la somme 

dz . dz . 

des différentielles totales des deux termes dx, j- dy, et 
si l'on suppose dx et dy constants, cette somme sera 

(S'"+ ; kç ■*■)*■ + £>)*•■ 


c’est-à-dire 


ilx 1 -f i . dnly 4- ^ dy*. 


dx ’ dxtly • dy 

En général, on aura, pour la différentielle totale d’ordre n. 


d"z d“z . , 

d ’ i =^ +n 'd^dy ,,ir 
d H z 


d" z 


et je vais établir qu’en supposant celle formule vraie pour le 
nombre n, elle le sera encore pour le nombre n -t-i. Effecti- 
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vcmenl, la différentielle loiale (l’un terme quelconque 


sera 


il"' z 
t/jc*’ ' dy' f 


i'L 

tlz*dy> J 

Z 


de sorte qu’on aura 


(/■”' * = 


r/"*'z 




//«+' 2 

-+•(«.+ «,) fif-Q * <lj * ' '(> ■’ + •••• 


Or, on reconnaît, d’après une propriété élémentaire des coef 
(icienls du binôme, (jue ce résultat se déduit du précé- 
dent, en y changeant « en n-r i. 

Je me bornerai maintenant à énoncer, sans la démontrer, 
la proposition suivante, analogue à celle qui concerne les 
différentielles des fonctions d’une seule variable. 

Soient 

f ,(* , j)=/(- r - 1-/(, y+*\ —/(-r, y), 

/,(•*, /'=/(- r + A . J +*)-/,(*, J'ï, 


fj*, J) =/„_,(- r + / ‘. y -t-X v). 


Si l’on développe /»(x, j) par la formule de Taylor, suivant 
les puissances ascendantes de h et de A , sous cette forme 

f m { J - - y) — U, -4- U, -+- Uj -+- . . . + -t- . . . , 

où U, désigne l’ensemble homogène des termes de degré i en h 
et A, on aura identiquement 

U, = o pour /<«, 

et, si l’on fait 

/i — f/.r, k — rfv, 


l’expression générale de U, sera 

W(*. J ), 

en désignant comme ci-dessus par N< le coefficient de A* dans le 

t >• Partie. 6 
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développement de ( y -+- + . . . j . Le premier 

terme de la série qui représente /.(x, y) sera donc la diffé- 
rentielle totale t I" z . 


Changement de la variable indépendante. 


On a vu précédemment que l’élude des fonctions algébriques, 
et spécialement des racines carrées des polynômes entiers 
en x, reposait surtout sur l’emploi des substitutions ration- 
nelles de la variable x en une autre 0. C’est ainsi, par exemple, 
qu’ont été ramenées aux fonctions rationnelles les expressions 
de la forme f[x, ^\(x — a)(x — 6)] Or le même procédé 
analytique joue un rôle très-important dans l’élude des fonc- 
tions définies par une relation telle que 



(ly d' y d m v\ 

7Tx' dP""' dP r ) = °' 


ce qui est l’un des principaux objets du Calcul intégrai. Ces 
relations ont reçu la dénomination d ‘équations différentielles, 
à cause de l’expression des dérivées de y, qui y figurent, par 

dy d'y 

le rapport des différentielles —-»•••• L’Analyse envisage 
de même des conditions plus complexes, telles que 


/ ( r . Xt », 


dz 

rix' 



d m z 

dx'dyï' 



où il s’agit d’une fonction z, de deux ou d’un plus grand 
nombre de variables indépendantes, et qu’on nomme pour le 
même motif équations aux différentielles partielles. Les opé- 
rations relatives au changement de variables, dans ces diverses 
circonstances, constituent une question importante dont nous 
allons nous occuper dans les cas les plus simples. 


I. Voici le premier : Supposons, comme on en a des 
exemples en Géométrie analytique, que les coordonnées x 
et y d’une courbe soient exprimées à l’aide d’une troisième 
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variable, qu'on ail par exemple 

i = a(t — sinf ), y= n(i — cnst). 

On ne pourra pas alors obtenir y en fonction de x, ni par 
conséquent le coefficient angulaire de la tangente dont la 
connaissance est nécessaire à la discussion de la courbe. Mais 
on peut chercher à l’exprimer en fonction de /, et on y par- 
vient comme il suit. 

A cet eiTei, soit en général 

la première équation permettant d'exprimer t en x, on peut 
regarder y comme une fonction de fonction, ce qui donnera 
par conséquent 

.r'=V(‘V„ 

ou avec la notation différentielle 


d/ 

dx 



Cela posé, et en considérant toujours / comme fonction 
de x, on a 



nous obtiendrons donc le résultat cherché en éliminant -v- » 

dx 

ce qui donne 

± .... •/(') 
dx ?’(/) 


Par là, on voit que le coefficient angulaire de la tangente à 
la courbe proposée s'exprime facilement, comme les coor- 
données x et y, par le moyen de /; ainsi, dans l’exemple 
ci-dessus, on trouvera 


rty 

dx 


sinr 

i — cos / 


col - 1. 
a 


J'ajoute qu’on obtiendra par le même procédé la dérivée 
d'un ordre quelconque de_y par rapport à x. Qu’on suppose 
en effet 


d’y 

dx" 


♦(O. 


6 . 
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nous regarderons encore t comme une fonction de x déter- 
minée par l’équation 

et la règle de la dérivée des fonctions de fonctions donnant 

'r , ili 
dx*~' 

on en conclura 

_ <!>'(/) 
dj?*' ~ 

C’est ainsi qu’on obtient successivement ces valeurs 

r/’r -VitWU) 

dx* 

<t'v - v’fr) ? '(rV| 

dx> ~ ~ ' y’V) " ’ 


qu’on écrit de cette manière 

rl*Y dxd*r — dytPx 
dx* tlx " ’ 

d*y <lx ( dxd i y — rfvrf’x 1 — 3d , x[dxd , y — dvd*. r) 
dx * dx* 


les différentielles se rapportant dans les seconds membres à 
la variable /, qui reste quelconque. Pour en faite une applica- 
tion, je supposerai 

: =t; 

alors on aura les dérivées de / prises par rapport à x, expri- 
mées par les dérivées de x prises par rapport à / sous celle 
forme 



d*x 

dy 

i (P y dy 1 

dx 

rlx tlx* / i/zV 

dÿ \dy) 


dx d\t M’xV 

(P y 

7? ~ * Vw/ ) 

tlx * 

l dxY 
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11. Soit propose, en second lieu, de changer de variable 
dans l'équation différentielle 


, d'y dy 


en faisant x = sin t, on aura ainsi 

d i dy i d'y f dy sin t d'y , i 

d.r dt CO il' di \dt COS/ dt' / COS '/' 

d‘où ce résultat 


Soit encore 

Posons 

d'où 


d'y 


, fi* y rfy . 

s i -f -T" ■+- — o. 

<7.r* <7.r 


_ *&• _ f rf*r _ 4A „ 

r/j: dt ’ /7r J 


_ f// )‘ 


et l’on aura encore pour transformée 


d'y 

1ÏÏ' +"'="■ • 


Je considère, en dernier lieu, l'équation différentielle sui- 
vante, qui est d’une grande importance en analyse, savoir 


, d'y , „ . dr 

(x -■ x ) ijp + ( . - 3x- ) - - xy = o. 


Je fais 

ce qui donnera 

dr__ 

dx 


■r = /i — 

r/y \/ 1 — /’ rf’v rf’r i — t' dy i 

~ ’ ni ' =z iit'~r~ 


dt 


dt f 


de sorte qu’en substituant, on obtiendra, entre y et /, l'é- 
quation 


(' 


-3,', 


dt 


qui reproduit la proposée entre y et x. On en conclut que 
y=y[x) étant une solution, on y satisfera encore en pre- 
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nant y — — x’). Gel exemple montre comment le pro- 

cédé analytique du changement de variable dans une équation 
différentielle peut servir à l'élude des fonctions qu'elle dé- 
finit. 


III. Dans le second cas, nous considérerons une fonction 
de doux variables indépendantes z = j-), et, en posant 

x' — a je -t- f. Y. 
y ' = yx -1- iy, 

où x, (3, /, 3 sont des constantes, nous déterminerons les dé- 
rivées partielles du premier et du second ordre de 3 par rap- 
port à x et y, au moyen îles dérivées partielles prises par 
rapport à x' et y’. 

Concevons, à cet effet, qu’on ail remplacé dans la fonction 
proposée les variables x et y par leurs valeurs en x', y', et 
qu'on ait ainsi obtenu 

s = *hx\ /'). 

Alors la règle relative a la dérivée d’une fonction composée 
de deux autres donnera immédiatement 

tl z il' t> fh ' tir' 

tlx r/.c' tlx ilj •' tlx 

ou simplement 

th fh fh 

flx tlx' * r fit ’ t’ 


et l’on trouvera de même 


th th B flz , 


Pour obtenir ensuite les dérivées du second ordre, on ob- 
servera que 1 par exemple, est une fonction de x' et y', 
dont les dérivées par rapport à x et à y seront respectivement 


t£z rfr' rl*z rty_ th± ft’z 

tlx ' 1 tlx t/x'flj ' tlx tlx ’ ■ * tlx' t! y 

tl'z tlx' thz tiy_ e tPz_ 

tlx" tir tlx'tly' tly tlx" ' tic' t/y' ‘ 
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... « dz 

En traitant de meme -j—.' 011 trouvera les expressions sui- 


vantes 


d'z d'z , 

dx‘ ~ dx " * 

d'z d'z , 


*7 


dx dy dx" 

d'z d" 
Tir' dx 


d'z d'z 

T, P 


d'z 

' dx'dy' 


d'z 


dy " 1 ' 

^ Th 


M !Ü * J». 

dx' (l\ ’ '* 


Soit, pour en donner une application, l’équation aux diffé- 
rences partielles à coefficients constants 


il' z . d'z d'z 

n dï' + * b drdï + c \ f * = "’ 


la transformée en x' et/' sera 


. d' 3 <V’î 

A r/.t " + aB ÂU'f(r' 


I’ 

C dÿ"-°' 


où l'on a fait 


A = n» ! + ib'jS ■+■ r{L 3 , 

B = « ay -i- A( *'î h- fyj h- rf4, 
C = i7'/’ -i- ib’/3 -+- cô'. 

En particulier, si l’on considère l’équation 


et qu’on pose 


d'z , d'z 

ÏÏP dy 1 ~ °' 


x — III. r -i- v. 
y 1 — nix —y, 


d'z 


on obtiendra simplement > , - o, résultat dont il sera 

1 dx dy 

fait usage plus lard dans une circonstance importante. 

Je terminerai re sujet par un exemple de transformations 
non linéaires, en considérant l’équation suivante 


d'z 

dx' 


,dz 


dz 

d, 


-t- x‘y z — o, 


Digitized by Google 



88 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

et prenant pour variables, au lieu de x et y, les quantités sui- 
vantes 

x' — xy, /'= '• 

y 

Dans ce cas, y' ne contient pas x, et il vient immédiatement 

dz _ i/z 
llx tlx ' •' ' 

iTz iTz . 
tlx 1 tlx' 1 ‘ > 

On trouve ensuite 

il: dz dz i 

7ü ‘ d? J ~ dÿ' p' 


et, par conséquent, en remplaçant .r et y p:ir leurs \aleurs en 
*' et y\ 

dz dz i 

dx~îtpp' 

d*z _ d’z i 

iï7- = iu Ti y 71 ' 


dz 

dj 



dz 

dy' 


y 




Cela fait, et en substituant, il arrive que, par rapport aux 
nouvelles variables, on retrouve exactement l'équation pro- 
posée, savoir 


(l* z dz 

«y* ^ 


dz 

dy'' 


n y n z-- 


Nous avons, t par suite, ce résultat que, si l'on satisfait à 
l'équation proposée en prenant z—f (x, y), une autre solu- 
tion s’obtient en posant 


Cette équation aux différences partielles du second ordre, qui 
vient île nous donner un exemple du calcul du changement 
des variables, est, en Analyse, d'une grande importance. Elle 
donne en effet le développement en série d'une fonction uni- 
forme analogue à l’exponentielle et aux lignes trigonométri- 
ques, servant de base à la théorie des fonctions elliptiques. Je 
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renverrai, pour les changements de variables dans les équa- 
tions aux différences partielles de la théorie de la chaleur 
et de l'attraction, qui exigent des calculs plus longs, au Traité 
de Calcul différentiel et de Calcul intégral de M. Bertrand, 
t. I, p. 1 7Ç), et au Cours de Calcul différentiel et intégral de 
M. Serret, t. I, p. 122. 
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 

PC 

CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


Préliminaires. 

Les questions de Géométrie clans lesquelles ligure la consi- 
dération des infiniment petits appai tiennent essentiellement 
au Calcul infinitésimal. Elles s’offrent néanmoins dos les élé- 
ments, dans la mesure de la circonférence et du cercle, de la 
surface et du volume du cylindre, du cône et de la sphère, et, 
plus lard, en Géométrie analytique, pour la détermination de 
la tangente au\ courbes données par leurs équations. On voit 
par là combien doivent être simples et élémentaires certains 
principes que nous attribuons cependant au Calcul différentiel 
et au Calcul intégral, lis se résument effectivement dans la 
notion d 'infiniment petit , qu’on sait déjà avoir pour définition 
une quantité variable dont la limite est zéro, et dans ces deux 
propositions : 

i° La limite du rapport de deux infiniment petits % et fi 
n'est pas changée quand on les remplace par d'autres, st' et fi' , 
sous les conditions 

a' .. y 

lim — --si, lim 77—1. 
a p 

2° La limite de la somme d'un nombre infiniment grand de 
quantités infiniment petites n’est pas changée quand on rem- 
place ces quantités par d'autres, dont les rapports arec elles 
ont respectivement pour limite l'unité. 

La première se démontre en divisant membre à membre 
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les deux égalités posées, ce qui donne immédiatement 

lim p, = lim -• 

? P 

Pour établir la seconde, considérons une somme d’infini- 
ment petits 

a, ■+■ x, .h- 

dont le nombre n augmente indéfiniment, et nommons (3 ; , 
|3„ . . (3. d'autres infiniment petits, tels que 


& 


lim - = i , lim = lim — = 1 . 


On sait que le rapport 


f i •+• P, f . 

a. s- «, -H . , . s- x„ 


est compris entre la plus grande et la plus petite des fractions 



admises, et les deux sommes d'infiniment petits sont égales 
entre elles. 

A ces propositions se joint une notion importante, celle des 
infiniment petits de divers ordres. Nous dirons qu'un infini- 
ment petit £3 est du n' imr ordre par rapport à x, lorsque p est 

O 

une fonction de « telle, que 3 soit fini pour x = o; ainsi, en 

cc 

supposant la première des constantes A, B, C,... différente 
de zéro, on pourra généralement poser 

6 =r a* (A + + Cx 3 -t-. . .). 

Tels sont ces principes de l’application du Calcul infinité- 
simal à la Géométrie, dont l'importance et l'étendue ne pour- 
ront être appréciées que plus tard. Mais, afin de les rendre 
plus clairs, je vais de suite donner plusieurs exemples de leur 
usage. 

I. Soient M et N (Jig. 9 } deux points voisins d'une courbe 
}'=f(xr) rapportée à des coordonnées rectangulaires, MA 
et NB leurs ordonnées. L’aire MNAB et le rectangle M N'A II, 
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obtenu on menant MX' parallèle à l’axe des abscisses, s’éva- 
lig. 9 . nouissent en même temps (|uand M et N 

coïncident. Ce sont, par conséquent, des 
infiniment petits, et je vais prouver que la 
limite de leur rapport est l’unité. 
Supposons, à cet elfet, les points M et N 

u » u X ' ' 

assez voisins pour que, dans leur intervalle, 
l’ordonnée de la courbe varie toujours dans le même sens et 
soit, pour fixer les idées, continuellement croissante. En 
menant N M' parallèle à l’axe, on formera un rectangle M' N A H, 
comprenant l’aire MNBA, qui est elle-même inférieure au rec- 
tangle MN' AB, où le coté MN' est parallèle à M'N. Or le rap- 
port des deux rectangles, avant une dimension commune AB, 
est celui des lignes M' A et MA ; il a donc pour limite l’unité, 
et il en est de même, par conséquent, de la limite du rapport 
de l’aire MNAB à l’un d’entre eux. 

II. Cet exemple de la substitution, sous la condition du 
premier principe, d’un infiniment petit à un autre, conduit 
immédiatement à une application du second principe concer- 
nant les limites de sommes. 

Considérons, à cet elfet, une portion, compiise entre deux 
ordonnées PII, QS ( fig. 10), de l'aire de la courbe 

et di visons-la, par des parallèles à 
l’axe des y, en n parties telles que 
MNAB, égales ou inégales, mais 
toutes infiniment petites quand n 
devient infiniment grand. Cela étant, 
et ayant mené MM’ parallèle à l’axe 
desx, on voit, d’après ce qui a été 
établi sur le rapport des infiniment petits MNAB et MM' A B. 
que la même aire sera aussi bien la limite de la somme des 
rectangles MM' A B. Ce résultat s’exprime sous forme analy- 
tique de la manière suivante : 

Désignons par .r„ x,,. . ., x„ les abscisses des points de di- 
vision, de sorte que x, = OR, x„ = OS; la somme 

( r , ~ ■ r .)/( x .) ■+• •*■«) K — x,_,)/(x,_,) 


Fig. io. 


V! <)/ 



OR AB S * 
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tend vers une limite finie et déterminée lorsqu’on fait décroître 
indéfiniment les différences x, — x,, x, — x„. . . , x„ — x._„ 
Et si l'on écrit, comme on le fait souvent, x, + , — x, = Ax,, 
cette limite, qui est la même quelle que soit la loi de décrois- 
sement de A x„ est précisément l’aire l’QRS et s'exprime de 
celte manière 

A — I 

PQRS 


Renvoyant aux Eléments de Calcul infinitésimal de 
M. Duhamel, 1, Clinp. \ 111, pour les exemples de résultats 
obtenus par celle formule avant l'invention du Calcul diffé- 
rentiel et du Calcul intégral, je me bornerai, d’après l'éminent 
géomètre, à observer que toutes les mesures de la Géométrie 
élémentaire sont des conséquences simples et immédiates de 
ce second principe sur les limites de sommes. Celle du cer- 
cle, par exemple, résulte d’une décomposition en secteurs 
égaux et de la substitution des triangles aux secteurs; celle de 
la pyramide triangulaire, d’une décomposition en troncs de 
pyramide de même hauieur, auxquels on substitue des prismes 
triangulaires, etc. 


111. Voici maintenant des exemples d’infiniment petits du 
second ordre. L’un des plus simples et des plus importants 
s'offre en considérant, dans un triangle rectangle ABC, la difl'é- 
Ftj. h. renee entre l’hypoténuse AB { Jig . 1 1 ) et 

i B sa projection AC, lorsqu’on suppose in- 
finiment petit l’angle A que je désignerai 
c par a. Ayant, en effet, AC = ABcosa, 

on en conclut 

AB — AC = AB(i — cos*) AB (77^ ~ 77^X4 + •• •)’ 


fonction de a dont le développement commence au terme 
en a 1 , de sorte que celte différence est un infiniment petit 
du second ordre. 

Ce résultat, qu’il est si facile d’obtenir, est d’un emploi 
continuel, et, comme exemple, je vais en tirer la détermina- 
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lion de la tangente aux courbes définies par une équation en 
coordonnées polaires, déjà connue par les éléments. 

Soient OM et OM' {Jig. 12) deux rayons vecteurs qui corres- 
Fis- 1». pondent aux angles w et w + rfu, de 

\ ! sorte qu’on ail 
»r 


OM = p, OM' = p + r/p. 

En projetant le point M sur OM' en P, 
« / aux infiniment petits près du second 

/ ordre, OP sera égal à p, et par consé- 

quent P.M' à i/o. Le triangle rectangle M'MP donnera donc 


i* 



tangM' — 


MP 

M'P ~ 


psinc/w 

~ f{ ? 


c, rftj> 


et en nommant V l’angle formé par le rayon vecteur avec la 
portion de la direction limite M'M, dirigée du côté vers 
lequel l’angle « décroît, nous obtiendrons immédiatement 


... o<io> 
tangV - tangM - 


Considérons encore la distance à la tangente d’un point 
d’une courbe y=f(x) infiniment voisin du point de contact 
dont les coordonnées seront supposées x et y. En désignant 
par X et Y les coordonnées courantes, la tangente aura pour 
équation 

Y — y —f'(x ) ( X — .r ), 


et la distance à celte droite du point x' = x -f- h, y'= f[x ■+■ h) 
sera 

f(x + k)-f(x)-hp(x) 

y / 1 +.f"{ x ) 


ou bien, en développant f(x -4- h) par la série de Taylor, 


-n*) 


1.2.3 


rw+- 


Celle distance est donc, par rapport à h, infiniment petite 
du second ordre; elle le serait du troisième en un point d’in- 
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9 5 

flexion dont l'abscisse annule, comme on sait, 

/V). 

Je vais appliquer ce résultat à quelques déterminations de 
tangentes par des considérations géométriques simples, et qui 
offriront des exemples intéressants de l’emploi des infiniment 
petits (*). Je me fonderai sur le lemme suivant : 

La limite de la direction déterminée par deux points infi- 
niment voisins M et M' (Jig. 1 3 ) n'est pas altérée si l'on sub- 
Fi c- l3 - stitue au point M' un autre point M", 

*V tel que M'M* soit infiniment petit 
- • — ir par rapport à MM'. 

“ Effectivement, le triangle M M M" 

donnant la relation 

Mil’ sinM 
MM' ~ sinM’’ 

le premier membre a zéro pour limite sous la condition ad- 
mise; il en est donc de même de sinM, par conséquent de 
l'angle M. d’où résulte bien que les directions MM". MM' se 
confondent à la limite. 

Nous appliquerons à deux questions le lemme qu’on vient 
d’établir : 

i" Trouver la tangente à la courbe lieu des projections 
d’un point fixe O, sur toutes les tangentes à une courbe 
donnée. 

Traçons la tangente à cette courbe aux deux points infini- 
ment voisins M et M' (Jig. i4), et menons par le point M une 
parallèle à la tangente en M'. Soient 1‘ et P' les projections du 
point O sur les deux tangentes, et considérons en même temps 
le point P" où la perpendiculaire OP' coupe la parallèle à la 
tangente en M'. La distance du point M à la tangente en M', 
que nous savons infiniment petite du second ordre, par rap- 
port à MM', étant représentée par P' P", nous substituerons 

(*) Cm exemples sont liréi du Traité de Calcul différentiel et de Calcul 
intégral de M. Bertrand, t. I, p- 10. 
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le. point P" à P' de sorte que I* et P* appartenant au cercle 
Fig. 14. décrit sur OM comme diamètre, la 

M direction PP* a pour limite la tan- 
gente à ce cercle. On a donc ainsi 
une construction facile de la tan- 
/'fX r gente cherchée, et surtout de la 

normale qui s’obtiendra en joignant 
j ® le point P au milieu de OM. 

2 0 Trouver la tangente à la courbe 
lieu du sommet d’un angle de grandeur constante circonscrit 
à une courbe donnée. 

Soient P ( fig . i5) un des points du lieu, M cl N les points 


Fin- >5. 


w 


- 




V' 


\ 

> 




1 


de contact des deux tan- 
gentes qui le détermi- 
nent, I 1 ' un second point 
infiniment voisin, M' et 
N' les points de contact 
qui y correspondent. 

\ Menons par les points 

M et N des parallèles aux 
tangentes en M' et N', 
nous obtiendrons par les intersections de ces quatre droites 
un parallélogramme dont les côtés sont infiniment petits du 
second ordre, d’où l’on conclut que la distance P' P* est infi- 
niment petite du second ordre. Cherchant donc, au lieu de la 
direction PP', la limite de la direction PP", on voit que ces 
deux points appartiennent à un segment capable de l’angle 
donné décrit sur MN comme corde, et l’on en conclut que la 
tangente au point P à ce segment est la droite cherchée. 

Il n’est pas besoin de faire remarquer l’élégance de ces ré- 
sultats et la simplicité de la méthode géométrique qui les a 
donnés; j’observe toutefois qu’ils s’obtiennent par la voie du 
calcul d’une manière également facile (’), et, qu’à y regarder 
de près, la voie purement géométrique est moins rapide 


(*) fti.RTri.\ND, Traité Je Calcul différentiel et tic Calcul intégral , t. I, |»« "y. 
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qu’elle ne le semble tout d’abord. A l’égard du premier pro- 
blème, par exemple, on a admis implicitement que PP' est 
infiniment petit du même ordre que MM', et il y aurait en 
toute rigueur lieu de le démontrer, ce qu’on fait du reste ai- 
sément. En effet, il suit de la construction du point P que les 
coordonnées X et Y sont des fonctions entièrement déter- 
minées de celles du point M. ou seulement de son abscisse. 
Soit donc 

X = ?(*), Y = *(x); 

en changeant i en h, on passera à la fois de M à M' et 
de P à P', dont les coordonnées seront 

X'= ? (x-f-/<) et ï'='}(r + /i|, 

et on en conclut que la distance PP' est donnée par un déve- 
loppement commençant à la première puissance de h, exacte- 
ment comme MM'. On a en effet 


PP'= t/(X'— XJ’-MY'-Y}’ 

= V'tVM + [/!■>'( J ) + î AT(a-) + ...]* 

= f* vW) +• 4 ,,î ( x ) h W( x ) ?'(■*•) ’f i*) yi j i]+- • • • 


IV. Je terminerai ces préliminaires en remarquant qu’un 
exemple important d’un infiniment petit du troisième ordre 
est donné par la différence entre l’arc infiniment petit a, d’un 

cercle de rayon R, et sa corde aRsin-^-» cette différence 

aR 


étant en effet 


a — aR sin -k = -y^n 

aR 24 R 


J’observerai enfin qu’il revient au même de dire que deux 
infiniment petits a. et (3 ont l’unité pour limite de leur rap- 
port, ou un infiniment petit du second ordre pour différence. 
Si l’on a effet 

P — a =3 Aï’+. .., 

on en tire 

l = i+ Aj+..., et lira - = i. 

oc oc 

l r * Parti*. 7 
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De même, en posant 


on en conclut 


6 

- = i + Aj+..., 

Z 

p — a = Ai’+ . . . . 


Dérivée de l'aire d'one courbe plane. 

L’espace compris entre les ordonnées PR, QS [fig. 16) et 


Fig. 16. 


Q, 

îür 


l’arc d’une courbe y=f(x) est déter- 
miné par les abscisses OR et OS; en sup- 
posant la première constante, l'aire dont 
il s'agit est une fonction de l’abscisse 
OS = x, et nous allons en chercher la 
dérivée. 

1 I ' 

o| R » «' r Or on voit, par la figure, qu’il faut 
pour cela obtenir la limite du rapport 
de la surface QSQ'S’ à SS', qui est l’accroissement infiniment 
petit de l’abscisse; mais ici l’élément infinitésimal peut être 
remplacé par le rectangle QSQ"S' comme on l’a établi précé- 
demment, et le rapport cherché devient immédiatement l’or- 
donnée QS=f[x) qui représente ainsi la dérivée de l’aire. 

Considérons en second lieu, à l’égard d’une courbe en coor- 
données polaires, le secteur OPQ, où OP [fig. 17) est supposé 


Fig. 17. 


fixe, comme une fonction de l’angle 
QO x — m qui détermine le rayon va- 
riable ÛQ = p; voici alors la substitu- 
tion d’infiniment petits qui donne la 
dérivée. Décrivons du pôle comme 
centre avec OQ pour rayon un arc de 
cercle coupant OQ' en R, je dis que le 
rapport des surfaces infiniment petites OQQ' et OQR a pour 
limite l’unité. Considérant, en efTet, les secteurs circulaires 
semblables OQ'R' et OQR, on aura à la fois 



ou bien 


OQR < OQQ' < OQ'R', 

, ^ OQQ' „ OQ'R*. 
^ OQR ^ OQR ’ 
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mais, d’après la relation 

OQ'R' _ ÔQ 1 * 

OQR " ôq 5 ’ 


la limite de ce rapport étant l’unité, il en est de même de 
OQQ' 


OQR 


Remplaçant donc OQQ' par OQR dans l’expression du 


rapport de l'accroissement de la fonction à l'accroissement de 
l’angle que je représenterai par </&>, la dérivée cherchée sera 


i ùk = i?. 

du a ‘ 


Les deux fonctions dont nous venons de déterminer suc- 
cessivement les dérivées étant désignées par U et S, on en 
conclut, pour leurs différentielles, les expressions suivantes 


f/U = y dx, d S = ip’f/w, 

et si l’on veut obtenir d S en coordonnées rectangulaires, il 
suffit de tirer des relations x = p cosw, y — p sino>, cette va- 
leur 

tangw = 1 

o r 


qui donne par la différentiation 

f/f.> x dy — y d.r 
COS 1 w x a 


et l’on en conclut 
et, par suite. 


p 1 du = x dj — r dx , 
dS = \(x dy — y dx. 


Notion de l'intégrale définie. 

J'indiquerai immédiatement une conséquence importante 
de la relation qui vient d’élre obtenue dV —f(x)dx. Cette 
relation prouve géométriquement l'existence d'une fonction 
dont la dérivée est la fonction quelconque /(x), et, en raison 
de l’origine arbitraire du segment U, on voit qu’il y entre une 
constante arbitraire, conformément à cette proposition que 
deux fonctions ayant même dérivée ne diffèrent que par une 

7 - 
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quantité constante. Enfin il y a plus, et de l’équation 
PQRS = ï/(*,)Ax ( , 

nous allons déduire une définition analytique de la fonction 
primitive de /(x). Considérons, à cet effet, parmi les divers 
modes de décomposition du segment en éléments rectangu- 
laires, et qui tous conduisent à la même limite, le plus simple, 
où l’on diviserait en n parties égales à dx la hase du segment. 
Dans ce cas, les quantités infiniment petites Ax, sont égales 
à dx, les abscisses des points de division sont x, = x, -t- dx, 
x, = x, + 2 dx,..., et la dernière, x. = x, -t -ndx, repré- 
sente x, de sorte que II devient la limite de la somme 

j/(x,) -+-/(x, -+- dx) -t -/(x, -t- 2 dx) ..-f-/[x, •+•(« — l)f/x] Jrix. 

Telle est donc maintenant, au point de vue du calcul, la 
définition de toutes les fonctions ayant pour différentielle 
f(x)dx. C’est en raison de ce mode d’expression par la 
somme des valeurs de f(x)dx, que ces fonctions ont reçu le 
nom d'intégrales, et l’on introduit celle dénomination dans le 
calcul en employant la lettre f initiale du mot somme, de 
sorte qu’on pose 

jf[x)dx = j/(x,) -t-/(x, -t- dx)-*-.. .-t-/[x,-t- (n - i )dx] j dx, 

et je rappelle que le nombre n, croissant indéfiniment, est 
lié à la variable x et à l’élément infiniment petit dx par la re- 
lation 

x = x f -t- ndx. 

Ajoutons enfin que, pour indiquer à la fois dans l’expres- 
sion générale de l’intégrale de f(x)dx la variable x et la va- 
leur particulière x„ à partir de laquelle on fait commencer 
la somme, on écrit ces quantités en indice, de cette manière 

/ f(x) dx-, on a donc ainsi 

Jx, 

U = f f(x)dx, et dV =/[x)dx. 

Jx, 

De la résulte la notation d'une fonction de la variable x entiè- 
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remenl déterminée, et dont la valeur pour x — x„ par exem- 
ple, sera représentée par / f{x)dx. C’est alors ce qu’on 

Jx, 

nomme une intégrale définie., et il est évident, d'après ce qui 
précède, qu’on exprime par là l’aire du segment de la courbe 
y = f{x) compris entre les ordonnées qui correspondent aux 
abscisses x — x„ x — x„ 


Dérivée d’un arc de courbe. 

I. Considérons dans l’espace une courbe quelconque rap- 
portée à trois axes rectangulaires, et ayant pour équations 

X =?(•*). **=+(*)• 

La longueur s d'un arc compris entre deux points, dont les 
coordonnées sont x„ y„ z, et x, y, z, sera définie comme la 
limite du périmètre d'un polygone inscrit lorsqu’on fera dé- 
croître indéfiniment chacun des côtés. Prenant à cet effet 
n points sur l’arc considéré à partir de l’origine [x„ y„ z,), et 
désignant les coordonnées de l’un quelconque d’entre eux 
par x t , y it z„ de sorte que x„, y„, z„ représentent les coor- 
données x, y, z de l’extrémité, on aura évidemment pour la 
longueur du périmètre du polygone inscrit 

i—rt—ï 

s = 2 — •*',) , -H.r, +I -.O’-H-h, - z .) 3 i 

1=0 

ou plus simplement 

i = n — i 

■ f = ^ F + (ÂFF i 5 . 

1=0 

en posant 

*1+1 X l = Xi * I Xi~ ^Xil Z i*\ 2 I — ^ Z |‘ 

Or, il faut maintenant supposer n croissant infiniment et, 
par conséquent, faire tendre vers zéro les quantités Ax t , A y it 
A Zi, ce qui va nous conduire à une nouvelle et intéressante 
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application des principes précédents sur les limites de sommes. 
Je dis en premier lieu que la limite du rapport suivant 

y/(Ax) 7 -i-(A i )»-+-; A 

est l'unité pour Ax = o. C’est ce qu’on rend évident en le 
mettant sous la forme 


d 1 o' 2 ( x 1 - 4 - 'b' 7 t .r 1 


fl*) 

Av A z 

car, ayant y= y[x), z = i|*(x), les quantités sont 

respectivement égales à <p'(x) et <]/( x) pour Ax = o. En vertu 
du principe sur la substitution des infiniment petits dans les 
limites de sommes, et en posant pour un instant 

/(x) = v'i -+■ <t' r (x) H- +"Ix), 


la longueur du périmètre deviendra donc 

* = -/(•*,) Ax f . 

Or on retrouve l’expression analytique considérée précé- 
demment; il en résulte que, dans tous les modes d’inscrip- 
tion, les quantités Ax, tendant vers zéro, la limite de la 
somme sera toujours la môme, et aura pour valeur l’intégrale 
définie 

s = C f(x)dx=z f y/ 1 -4- ÿ* j (x) -t- ^’^x) dx. 

J x, i'r. 

Il en résulte ensuite que la différentielle ds a pour valeur 


ds = ^ i -h (j»‘ 3 ^x) -t- )<!xi 

et on a enfin celle conclusion que, dans une courbe quel- 
conque, la limite du rapport d’un arc infiniment petit à sa 
corde est l’unité. Ce n’est effectivement que l’interprétation 
géométrique de la valeur obtenue pour ds, si l’on écrit 

ris = y/l -t-ÿ ,:, (x) -t- '1<"( X ) dx = y / tix dy 2 -*- dz 2 , 
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car s étant une fonction déterminée de x, ds représente, aux 
infiniment petits près du deuxième ordre, l’accroissement 
de s, et yjdx'y- dy*- 1 - dz 7 la distance rectiligne des deux ex- 
trémités de l’arc auxquelles correspondent les coordonnées 
x, y, z, et x -+- dx, y -+- dy, z 4- dz. 


II. Le cas des courbes planes rapportées dans le plan des 
xy à des coordonnées rectangulaires, et qu’il est important de 
remarquer, est donné par ce qui précède, en supposant la 
fonction ^(x) nulle, quel que soit x. On a alors, pour la dif- 
férentielle de l’arc de la courbe r = ?(x), 

ds -- \ i -t- f”(x) dx = <Jdx 7 -h dy ' 1 , 
et de là il est aisé de conclure, en posant 
x — p cosw, y - p sinw, ' 
l’expression relative aux coordonnées polaires 
ds -- ^dp 7 -+- p J db> : . 

Effectivement, si l’on part de la relation 

x -+- yy — i = p(cosw -+- v / — î sinw) = p< m ' / ~\ 
on obtiendra en différenliant 


dx -+- dyy — i = e" dp -H \/ — I p f* 1 rfw = ( dp -+- i pdu ) , 

et, par suite, en égalant les modules 

dx 7 -f- dy 7 — dp 7 -t- pV/w’. 


Fig. 18. 


Ce résultat peut être directement établi comme il suit. 
Supposons, pour plus de simplicité, un rayon vecteur fixe 
dirigé suivant l’axe polaire, et un autre OM = p (Jig. 1 8 ) corres- 
pondant à l’angle &>. La dérivée par rap- 
port à &> de l’arc AM = s s’obtiendra, si 
l’on mène le rayon vecteurOM'=p4-</p 
faisant avec OM l’angle infiniment 
petit dm, comme limite du rapport 

— Or, en remplaçant, d apres ce 
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qui a élé toul à l’heure établi, l’arc MM' par sa corde, on 
transforme le rapport proposé en un autre dont l’évaluation 
est facile. Effectivement, en menant MP perpendiculaire sur 
OM', on aura, comme on l’a dit page 93, § III, aux infiniment 
petits près du second ordre, OP = OM, par conséquent PM' 
serar/p; d’ailleurs MP = p sinr/w = pt/w, par une nouvelle sub- 
stitution d’infiniment petits, de sorte qu’ayant 

MM'= y/pM ,, H- MÎ>\ 

on en conclut 

</a> </u Y du 1 1 

DO CONTACT GÉOMÉTRIODE. 

Les notions élémentaires de la tangente aux courbes et du 
plan tangent aux surfaces ont été l’origine d’une théorie dont 
le principe est dû à Lagrange, et où l’on envisage successive- 
ment le contact de deux courbes planes, de deux courbes 
dans l’espace, d’une courbe et d’une surface, et enfin de deux 
surfaces quelconques. Cette étude géométrique repose en en- 
tier sur la série de Taylor, dont on aura ainsi une application 
remarquable par sa généralité et son importance. Nous en ex- 
poserons l’idée essentielle en considérant d’abord le cas le 
plus simple, celui de deux courbes planes. 

Contact des courbes planes. 

I. Étant données deux courbes rapportées à des axes rec- 
tangulaires, nous concevrons que tous les points de l’une 
d’elles, ayant pour coordonnées X et Y, se déduisent, par une 
construction déterminée quelconque, des divers points de 
l’autre, dont nous désignerons les coordonnées par x et y. 
Cela posé, notre objet est d’étudier, à ce point de vue géné- 
ral, la distance de deux points correspondants, c’est-à-dire la 
quantité ô donnée par la formule 

d*=(X -*)*-♦- (Y—/)*. 
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En premier lieu, je vais montrer que <3 est fonction d’une 
seule variable. Soient en effet 

J=Ÿ (x), Y =/ (X) 

les équations des deux courbes; dire que X et Y sont déter- 
minés quand on donne x et y, c'est supposer entre ces quan- 
tités une relation telle que 

, F(x, y, X, Y) = o, 

d’ou se déduira 

F[x, ? (x), X,/(X)]=o, 

et par conséquent X en fonction de x, de sorte que ô s’ex- 
prime bien au moyen de la seule variable x. 

On peut aussi, en se donnant les deux courbes par les re- 
lations 

• c =?(0. x = W)t 

X = *(T), Y = T(T), 

conclure que T est fonction de /. Par conséquent, si l’on garde 
celte seule variable en écrivant 

X = +(/), Y = H (/), 

la condition proposée qu’à tout point de la première courbe 
corresponde un point de la seconde, sera satisfaite d’elle- 
mème. Ceci posé, je dirai qu’en un point déterminé par la 
valeur i — a, les courbes présentent un contact d’ordre n, 
lorsque la distance 

S = [(X — x)’-t- (Y — .r)’]’ = ([*(0 ~ ftOr+t 1 * (0 — ’MO] 1 

deviendra pour / = a -f- A un infiniment petit d’ordre n i 
par rapport à h. 

II. La première conséquence à tirer de cette définition, 
c’est celte remarque de Cauchy [Exercices de Mathématiques, 
année 1826, p. 191) que les différences X — x et Y — j’sonl 
infiniment petites l’une et l’autre d’ordre ra-f-i. Soit en effet 
pour un instant 

4* ( <7 -+-//) — ç (/j -+-//) = P P 7/ ■*- P"/i J -i- . . .-h P -f- . . . , 

S (a-f./,)_^(rtH-/ 1 )=Q-KQ7, -t-Q7i , H-...-i-Q M/ i’-h..., 
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* = [(P 4- P7 1 -+- P7< S 4-...) J 4-(Q4- Q'/i -h Q'h a + ...)*]' 

ne sera inrinimcnt petite qu’en s’évanouissant pour h = o, ce 
qui donne 

p> 4- Q’ = O, 


et, par conséquent, 
On aura donc 


P = o, Q — o. 


9= A [( P' -t- P7i (Q'-t- Q’A -t-. 


expression qui ne sera infiniment petite du second ordre 
qu’aulant que le facteur compris entre parenthèses sera infini- 
ment petit du premier, ce qui donne comme tout à l’heure 


P' J 4- Q’’ = o, ou bien P'=o, O'=o. 


Continuant ainsi de proche en proche, nous obtiendrons, pour 
le contact d’ordre n, les nn + i conditions 

P = o, P’— o, P”=o,..., P<*> = O, 

0 = o, Q'~o, O'=o Q(*> = o, 


exprimant en elTet que les différences \ — x, Y — y sont in- 
finiment petites d’ordre n -+- 1. Il s’ensuit que si l’on change 
d’axes coordonnés, ces mêmes conditions se reproduisent. 
Faisant en effet 


f'cy4 reosa — usina, y'= h 4- ,r sina 4-_r COS a, 

X'= g 4- X cos a — Y sina, Y' = h 4 - X sina 4- Ycosa, 

on en conclura ces nouvelles expressions 

X' — x’ — (X — rjcosa — (Y — r)sina, 

Y'— r' — (X — x) sina4-(Y — v) sin a, 

qui sont infiniment petites d’ordre n -+- i avec X — x et Y — y. 

III. Ce premier point établi, faisons un pas de plus et, au 
lieu de changer les axes coordonnés, remplaçons la variable t 
par une autre en posant 

t=m, 
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de sorte que l’expression de 5, étant en premier lieu 


* = F (/), 

devienne 

* = F[/10)]. 


107 


Admettant qu’on ait 0 = a pour t — a, je dis que si F ( <x -t- /i ) 
est infiniment petit du ( n 4- 1 )'*"• ordre par rapport à h, 
F[/(a -+- 1 )] sera un infiniment petit du même ordre par rap- 
port à 1. En effet, par hypothèse 

F (<i -+-/<)= A/r +l B/i* +, -i-. . . , 

et la relation 

n h — /(a 1) 


donne, en développant le second membre, 


ainsi l’on a 


a = 7/'!*)+ 


r, ;î "I»+| 

f[/(« + 0] = a| t /'|*)-k — J 

[ 1 z 3 


ce qui est bien un infiniment petit d’ordre n 4- 1 par rapport 
à ». 

l>e cette remarque si facile à établir va résulter, par le 
choix convenable d’une nouvelle variable, une conclusion 
importante. Les équations des courbes étant 

•* = *10. 7= 'KO. 

x =•(»), y = t(i), 

nous poserons 

?(/) = 9, d’où 0 — x, 

et on pourra les écrire de cette manière en prenant x pour 
variable 

. 7 =/(-*), 

X = $(x), T=F(4 

Or je disque l’une des deux fonctions •?( x) et F(.r) déter- 
mine la construction des points correspondants, et l’autre, par 
conséquent, la nature de la seconde courbe. 
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I’igurons-les en effet toutes deux, et soient OP = x, MP =y 
(fi g. 19) les coordonnées d'un point M 
de la première. L’abscisse OQ = X par 
exemple, qui détermine le point N cor- 
respondant à M dans la seconde, s’ob- 
tiendra d’après la relation \=3(x); 
d’où l’on voit que la fonction $(x) a bien 
T cette signification, de définir le mode de 
construction des points que nous avons nommés correspon- 
dants. Du nombre total des conditions obtenues pour le contact 
des deux courbes, la moitié se rapporte donc uniquement à 
ce mode de construction, ce sont celles qui expriment que, 
pour x = a + /*, la différence 

X — .r = $((!+■ h) — (a ■+- h) 

est un infiniment petit d'ordre n -+- 1 par rapport à h. Les au- 
tres, exprimant que 

Y — y = F(« // ) — /( a ■+- h ) 

est un infiniment petit du même ordre, concernent essentiel- 
lement les deux courbes puisqu’ellesnechangentpoint, comme 
on l’a vu, quand on change d’axes coordonnés. Elles donnent 
les équations suivantes 

F(«) = /(«), 

F’(«) =/'(«), 

F» =/», 


Fie >9- 

/ 

N/' 



sous la condition que F(a -t- h) et f(a -+- h) puissent se déve- 
lopper par la série de Tavlor, h éiant infiniment petit. C’est ce 
qui aura lieu si les n premières dérivées des fonctions F(x) 
et/(x) sont toutes finies pour x = a. 

IV. Revenons encore un instant, afin de l’éclaircir par des 
exemples, sur la considération des points correspondants. Si 
l’on pose simplement 

X = J(x) = x, 
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la différence X — x sera identiquement nulle, et les condi- 
tions du contact ne concernent que les courbes. Ces points 
se trouvent alors deux à deux sur les mêmes ordonnées, et 
c'est ainsi que Lagrange a traité du contact dans la Théorie des 
fonctions analytiques, a' Partie, Application de la théorie des 
fonctions à la Géométrie. Nous pouvons encore, en envisa- 
geant les normales aux divers points de la courbe y— f(x), 
définir comme correspondants les points où ces normales ren- 
contrent l’autre ligne; la quantité o sera alors un minimum, 
et l’on aura entre les coordonnées x et y d’une part, X et Y 
de l’autre, l’équation 

(ï-;)/V) + X-i=o. 

Dans ce cas, la différence X — x n’est plus identiquement 
nulle, mais on reconnaît qu’elle est nécessairement un infini- 
ment petit du même ordre que Y — y, de sorte que les con- 
ditions du contact se réduisent comme précédemment à celles 
qui concernent les deux courbes, et toutes les relations de la 
forme 

(Y — y) f (x) -t- X — x = o 

conduiraient, quelle que soit la fonction <?{x), à la même con- 
clusion. 

En général, et lorsqu’on ne spécifiera point la fonction ~'{x) 
qui détermine la construction des points correspondants, nous 
la supposerons néanmoins remplir toujours cette condition, 
que $(x) — x soit un infiniment petit d’ordre au moins égal 
à la différence des ordonnées F (x)—f[x) pour x = a -h h. 

V. Nous allons passer maintenant aux applications, et nous 
nous proposerons de déterminer la droite et le cercle dont le 
contact avec la ligne donnée y = f[x) soit de l’ordre le plus 
élevé possible. A l’égard de la droite 

Y = oX-t-6, 

on peut disposer de deux quantités a et b, et par conséquent 
obtenir, en un point quelconque X = x, un contact du premier 
ordre qui exige les deux conditions 

F (*)=/(*), F'(ar) = /'(■*). 
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Or ayant 

F(x) = nx i, d’où F'(x) — a, 
elles donnent immédiatement 

«=/'(■*). l> =/<•*•)-•*/'(■*), 
et l’on en conclut 


\ =Xf'{x) +/(*)- xf'(x), 


àr 


ce qui reproduit, si l’on remplace /(x) par/ et /'(x) par 
l’équation de la tangente 




A l’égard du cercle, on peut, avec les coordonnées du cen- 
tre et le rayon, remplir les conditions 

F (*)«/(•*), F'(x)=/’(x), F'(x)=/'(x), 

et obtenir un conlact du second OFdre. D’ailleurs, l’équation 
étant 

(X — «)’-(- (Y — è)’ = R 1 , 

on en conclut 

F (x) = b -h y/R'- (x - «)*, 


F'(x) = - r -— -i 

y/R’-(x — a )‘ 

F*(x = — = - 

(X — 

d’où ces égalités 



b + y/R 1 — 

s 

II 

1 

H 


n ~ x ^ 

-R' 

= f"(x ) 

y/R’ — (x — rt ) 3 

y/[R 3 -(x -a] 

I 2 ]' ■ ’ 


qui donneraient sans difficulté a, b, R. Mais la considération 
suivante mène ù un calcul plus simple. Traitant l’expression 
Y = F(x) comme une fonction implicite définie par l’égalité 


(x — «)’-*- (Y — />)*= R*, 

d\ d* Y 

j’observe que et s’obtiendront en la différentiant 
deux fois de suite, et que l’on aura ainsi 


,V LS'W 

x — a-h(Y — b) — = o, 


I H- 



+ (Y -b) 


Y 

djc 7 


O. 
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Les conditions du contact seront donc exprimées en rem- 

d Y d 2 Y 

plaçant dans ces relations Y, par f{x), f'(x), 

dy d 2 y 

f[x), ou bien y, ^ ce qui nous donne 


(x — «)>-(- ( r _6)’=R>, 


x — a -+- r — b) t- = o, 
f4c 




d’où enfin 



tlx 2 


s 



ttx 2 i(r' 


Ce cercle, dont l’étude se présentera bientôt à un autre 
point de vue dans la théorie de la courbure, a reçu le nom 
de cercle osculateur de la ligne y = f[x). El en général, 
toute courbe sera dite osculatrice à la même ligne, lorsque 
les diverses constantes qui déterminent sa nature et sa posi- 
tion par rapport aux axes coordonnés auront été calculées de 
manière à obtenir un contact de l’ordre le plus élevé possi- 
ble. Une section conique, par exemple, contenant cinq coeffi- 
cients, sera osculatrice lorsqu’elle aura un contact du qua- 
trième ordre. Ici se place une remarque importante, c’est 
qu’on peut élever l’ordre d’une unité, en choisissant l’abscisse 
du point de contact. Par conséquent, sur une, courbe donnée, 
y=f[x), il existe en général un nombre fini et limité de 
points remarquables tels, qu’en ces points la tangente ait un 
contact du second ordre, le cercle osculateur du troisième, 
une section conique du cinquième, etc. La condition qui les 
détermine s'obtient comme il suit dans le cas de la droite et 
du cercle. 


VI. A l’égard de la droite, elle est connue par les éléments, 
et l'on sait déjà qu’on en tire une notion géométrique impor- 
tante, celle des points d'inflexion. Au point de vue de la 
théorie que nous exposons, elle s’obtient en joignant aux 
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deux équations 

dans lesquelles 
celle-ci 


V(x)=f(x), F'(x )=/'(*), 
F(x) = ax -+- b, 

F ’W =/*('). 


qui se réduit immédiatement à /"(x) = o. 

Relativement au cercle, je reprends les équations 


(x-«)-f(Y 


(x -«)>+(¥-*)’ = R 1 , 

/rfY\* ,.rf’Y 

-iïZ?) + < y -*>;zf = 0 * 


dont la dernière, dilTérentiée par rapport à x, fournira la troi- 
d s \ 

sième dérivée -r-r • Or, en la mettant d’abord sous la forme 
ax 3 



(TV 

dx 3 


H- Y 


-6=o, 


la différentiation fera disparaître la constante b, et donne pour 
résultat 


.r/Y/rf’Yy r fdYyid'Y 
z dx\dx 3 ) ) J — °- 


Si l’on remplace maintenant l’ordonnée Y du cercle par 
celle de la courbe proposéey=/(x), on a immédiatement la 
condition cherchée 


, dy ( d\r \* f , / dy\ 3 ~\d 3 y 
*dx\da : 3 ) 1_ \dx) J dx* ~ 0 ’ 

c’est-à-dire l’équation propre à déterminer les valeurs de x 
pour lesquelles il y a égalité entre les ordonnées et les trois 
premières dérivées des ordonnées de la courbe et du cercle. 

Soit, par exemple, l’ellipse a 3 y 3 + b 3 x 3 = a 3 b ’, nous trouve- 
rons facilement 

dy _ b 3 x d 3 y _ b' d 3 y _ 36*x 

dx a 3 y ’ dx 3 a 3 y 3 ’ dx 3 a 3 y 3 ’ 
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et, par suite, l’égalité suivante 

(n* — b ’) (.r ! — a*). t = o, 

qui conduit aux sommets de la courbe, comme on pouvait le 
prévoir. 

VII. Je terminerai l’exposé de cette théorie parla remarque 
suivante, qui est souvent utile. Lorsqu’une courbe est donnée 
par deux relations 

on peut directement calculer les coefficients de l’équation 

F(X, Y ) = o, 

de manière à obtenir, en un point quelconque t — rr, un con- 
tact d’ordre n entre les deux lignes. Soit à cet elTet 

-?(0 = F[tp(0. HL/], 

il suffira de poser t — a dans ces équations 

' f = °’ lû = n - ~üF ~ 0 lïr ^ 0 ’ 

que je vais tirer directement des principes mêmes de la théo- 
rie du contact. Reprenant les relations 

•’■ = ?('). 

X =♦(«), V = M •(/), 

je rappelle que, pour l — a + h , les différences X — r et 
Y — y doivent être infiniment petites du (« -+- i /*"' ordre par 
rapport à A, de sorte que l’on peut faire 

X — .r = 4>(rt + <)-î(«+/i) = xh * T ' -+- {5A" + ’ -t-. . . , 

Y —y = -+- A) — -ji{a -y /<) = a, /r*'-h £, 

Cela posé, soit 

F(X, Y) = o 

l’équation qui résulte de l’élimination de t. Nous aurons iden- 
tiquement 

F(x,j) = F[X + (x-X), Y+(/-Y)], 
et, en développant par la série de Taylor étendue à deux va- 

l re Partie. g 
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v, * — Xti F 
F(- r .v)= F(X, Y)-» — ■ jpg 

y - y rfF 

i d\ 


(x — XV d'F 
i . a rf.V 

fx-XÏ(v-Y) rf'F 
l i/XrfY 

(.1 — Y) 1 rf’F 


i.a tlY 3 


Faisons maintcnanl 


x = ?(«4-/i), j = 'ji (a 

X = «!>(« 4- /<), Y = M'(o 4 - A ), 

le premier membre devient ainsi f(a- f- /i); dans le second, 
le premier terme F'X, Y) disparaît, l'expression F[<t>(/), 'F(f)] 
étant identiquement nulle; on a d'ailleurs 


X — r = a/i" H -+- ph"" -t-. . . , 
Y — v = a, //” * ' 4- p, h" * 1 4- . . . , 


et il s'ensuit immédiatement qu’il est infiniment petit d'ordre 
n -l- i par rapport à h. Par conséquent, tous les coefficients 
des diverses puissances de h jusqu’à la n'"" disparaissent dans 
le développement de J( a -i- h ), ce qui donne bien, pour / = a, 
les relations 

,{S d 3 * >/"i 


qu’il fallait démontrer. Comme l'équation '•{t) = o détermine 
les points communs aux deux courbes, on voit que la racine 
/ = a est multiple d'ordre n -h i, lorsqu’elles ont en ce point 
un contact d’ordre n. Mais, sans m’arrêter à celte remarque, je 
vais appliquer ce qui précède au calcul des coordonnées du cen- 
tre et du rayon du cercle oscillateur (X — a)’4- (Y — (3)’ = R’ 
à l'ellipse représentée par les équations 

x = n cos t, r=bsint. 

On a alors 


!f(t) = (fiCOSt — aj’-f- [bswM — jj) 1 — R 1 , 

J J'(f) = — a sinf (o cosl — a) -+ -b cos / [b sin/ — p) 

= — (a 1 — b')$\nt cos / -t- a% sin / — bp cosf, 

J .7 ”(/) = — («’— b 1 ) (cos 7 / — sin’/) 4- tnt cos t 4- bp sin* ; 
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et les équations 

#*(/) = o, 


ne renfermant que at et donnent facilement 


a 




et 


COS 3 /, 


P = 


//’ — n 1 . 

I 8,n '■ 


1 1 5 


Nous en déduirons 

( n'-h' . V ( . . b' -a' . . \» 

R’=(«cos/ - — cos’/J -+-I6sm/ — — sin f 1 » 

ce qu’on peut simplifier en observant que l’on a 

fi 1 — b* . ros /, ... . 

«cos/ cos / = wrsirr/ -+- 6 cos 1 /), 

a n ' 

, . b* — « 1 . , sin ,, , . 

b sin/ r — sur/ — — g- («'sur/ -i~ b 1 cos 1 /), 

de sorte qu’il vient en définitive 

ri _ ("’sin 1 / -i- t’cos’/) 5 
R “ 7i'b‘ 


En considérant le cas général de la courbe 
on trouverait 


i^'(/) = y(o (■*-*) + f (/)(/-?), 

= ?"(/)(* -*)•+- f (f)(.T - P) ■+■ ï' J (/)-l- •>”(/), 


et, par conséquent, si l’on écrit simplement 9', 9", . . . au lieu 
de 9'(/), Ÿ '(0....,' 




T ? 


— -1 


? ? 




■y 3 ). 


— V?' 


R - 


ri 


fin 1 ni 

Ÿî-H 


Lorsque la variable indépendante est l’arc de courbe, ce qui 
donne la condition 9'* -+-V' = \, on a 


R = 


Vf' — Vf' 1 


8 . 
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et les quantités » et P peuvent être mises sous cette forme 
a = ç -F '^'R, p =“ — *R. 

qui est souvent employée. 

Contact des courbes dans l'espace. 

I. Deux lignes quelconques clans l’espace, et telles que 
tous les points de l’une se déduisent par une construction 
déterminée des points de l’autre, sont représentées par ces 
deux systèmes d’équations, savoir 

-r = ?U)i .F="î'( , )> *= 9 ( f b 
X = *(/), Y = *•'(/), Z = «(/). 

et la distance de deux points correspondants sera la fonction 
suivante de la variable l 

3= [|X-i) ! + (Y - v)’h- (Z - a)’]’ 

*=*[♦(<) «ioi; 4 - 

Ceci posé, nous dirons, comme précédemment, qu’au point 
donné par la valeur t = a, ces lignes présentent un contact 
du n' 4 "* ordre, lorsqu’en posant l ■= a -y h , la distance ô est 
infiniment petite d’ordre n 1 par rapport à h. De cette dé- 
finition découlent les conséquences suivantes, déjà obtenues 
pour les courbes planes, et qui se démontreraient exactement 
de même : 

i° Les trois différences 

X — r, y —y, Z — z 

doivent être chacune infiniment petites de l’ordre n -4- 1. 

2 ° Ces conditions restent les mêmes si l’on change les axes 
coordonnés. 

3° Elles subsistent encore si l’on change de variable indé- 
pendante, en posant t=f{6). Ainsi, en supposant qu’à la va- 
leur t = a réponde 0 = «, et qu’on ait 

a -t- h =/( a -+- »), 
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si les quantités X — x, Y — y, Z — z et ô sont infiniment 
petites d’ordre n •+• i par rapport à h pour t = a-hh, elles 
sont infiniment petites du même ordre par rapport à i pour 
0 = « + /. 

4° Prenant la coordonnée z pour variable indépendante, 
de sorte que les équations des deux courbes soient 

• r =/( ï ). r = /,(*). 

X = F(s), Y = F, (*), Z = ,f(x), 

la fonction $(z) pourra être choisie pour définir la loi de 
correspondance de leurs points, et les conditions de contact, 
en ce qui concerne les lignes elles-mêmes, se réduisent lors- 
qu’on suppose $(z) = s à celles-ci 

F(«) =/(«), F, (*)=/», 

F »=/», F »=/',(«), 


FO (*)=/<■>(«), f < ; , («)=/" , ("). 

et sont au nombre de in + 2 . 

Si ces principes de la théorie actuelle sont les mêmes que 
pour les courbes planes, les applications en sont moins éten- 
dues, et l’on ne considère que des lignes planes, la droite et 
le cercle dont nous allons nous occuper. 

11. Les équations de la ligne droite 

X = «Z -t- p, Y — !>7. ■+■ tj 

contenant quatre constantes, on peut en disposer de manière 
à établir en un point quelconque Z = z un contact du premier 
ordre avec la courbe 

•* =/(*). 7=y.(*), 

ce qui exige les quatre conditions 

F(») =/(*), F, (*) = /(*), 

F'I») =/'(*)> Fi(*) =f t [z). 

Or, ayant F(z) = az -+-p, F,( z) = 62 -t- q , elles donnent 
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«=/'(*) = 

b =fM = T>' 


p~f (*)- */» = x-i 

7 = y.t=) * 


r/z ' 
<*/ 


et nous en concluons les équations 


X-x = £[Z-z) 


'- h : 

dz 


Z- S ), 


qui sont celles de la tangente en un point quelconque de la 
courbe proposée. On en déduit, pour les cosinus des angles «, 
p, y de sa direction avec les axes des x, des y et des z, ces 
formules 


dx 

COS * = — r=rz = — — — 1 

dy‘-t- dz 1 


■6 — 

y'i/jc 1 - f- i/t 


dz 2 


COS 7 = 


dz . 

yj dx 2 dy* -+- t Iz 1 


ou, en employant la différentielle de l’arc s de la courbe, 

i/x , dy dz 

COS X = -T-, COS? = -~j COS y = — • 

/A r rA ' f/.f 


III. On peut d’une manière élémentaire parvenir à ces ré- 
sultats, en partant des équations d’une droite qui passe par 
deux points de la courbe. 

Si l’on désigne, en effet, par x, y, z les coordonnées du pre- 
mier point, par r + iT,y+ ày, z 4- A z celles du second, 
ces équations sont 

ï-.r=|ï| z -». 

. i . Ax Ar .. . dx dy , 

et les rapports —, ayant pour limites lorsqu on 
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rapproche indéfiniment les deux points, on retrouve sur-le- 
champ les équations de la tangente. Mais cette méthode plus 
élémentaire ne met point en évidence que la distance à la 
tangente d'un point de la courbe infiniment voisin du point 
de contact est infiniment petite du second ordre, ce qui résulte 
comme il suit de la méthode générale. Quelle que soit la dé- 
pendance entre les points des deux lignes, la distance o d’un 
point de la courbe infiniment voisin du point de contact à son 
correspondant de la droite est, par définition meme, un infi- 
niment petit du second ordre; par conséquent, la plus courte 
distance est-elle, à fortiori, du même ordre. En voici d’ailleurs 
le calcul. 

Désignons par 

•* = *(0, * = ®(Q 

les coordonnées d’un point quelconque de la courbe, et par 
x -+- h, y -t- k, z -+- / celles d’un point infiniment voisin qui 
correspond à la valeur t -h dt de la variable indépendante, de 
sorte que l'on ait en développant par la série de Taylor 

h ~ (p ( t -f- dt) — ÿ(Q = ^'(0^ -+* ( t ) — 

/ = *(r + dt) -+(/) = + *'(') ? + 

/ = 8 (r 4 - dt) — 0 (/)= 6 ’(t)dt-h 

La distance de ce second point à la tangente, en écrivant ses 
équations sous la forme 

X - r Y - v Z — z 

fV) ~ no ~ û'(Q ’ 

est, d’après les formules connues, 

t = [(*«'- f-YŸ+w- hvy+(h-y~ h’Y ]\ 

si l’on écrit, pour abréger, <p’, 4/» 0 ' au lieu de <p'(/), ^'(O» 
(?'(/). On en conclut immédiatement, au moyen des dévelop- 
pements de h, k, I, que l’on a, aux infiniment petits près d’un 
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ordre supérieur au second. 


s _ [{l'Y- y •>')» + (y'V- y •r/ f + i-yy’- <*’ 

+ 9-»)» a 


Mais il convient de transformer cette expression, en met- 
tant en évidence au lieu de dt l’élément de l’arc; employant 
a cet effet la relation 


nous obtenons la formule 

5 = [(OT-O'-n’-e + t 


dont nous allons donner la signification , en l’appliquant 
d’abord aux courbes planes. Il suffit à cet effet de supposer la 
fonction z = 0{t) identiquement nulle, et l’on obtiendra 


3 = 


W- $V «fr» 

* ’ 


ou bien, en vertu de la formule établie page 1 15, 


S 


'IL 

ïK 


R désignant le rayon du cercle osculaleur à la courbe propo- 
sée : x — ç(/)> y — +(f)» résultat important, que l’on peut 
aussi déduire de considérations géométriques. 

IV. La seconde application de la théorie du contact des cour- 
bes dans l’espace a pour objet la détermination du cercle os- 
culaleur, ayant en un point d’une ligne-quelconque un contact 
du second ordre. Six conditions sont alors à remplir, et l’on 
pourra en effet y satisfaire, un cercle étant déterminé dans 
l’espace parsix quantités, dont trois se rapportent au plan qui le 
contient, deux autres à la position de son centre dans ce plan, 
et la dernière enfin à son rayon. En le représentant par les 
équations générales d’un plan et d’une sphère 

AX •+■ BY -i- CZ -+- 1) = o, 

(X — ( Y — £)’ -h (Z — c)’ = />’, 
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la première sera donc seule entièrement déterminée, et nous 
aurons ensuite à calculer les coordonnées du centre, a, 3 , y, 
et le rayon R par les formules suivantes. Soit, pour un instant, 
ô la distance du centre de la sphère au plan, c’est-à-dire 


on aura d’abord 


A a -+- B -t- Cc-f- D 
v/A^B’+C’ 

R’=p>- 


et l'on trouvera ensuite, par les formules de la Géométrie ana- 
lytique, les relations 

A(Aa -t- B l> -t- O -t- D) 

„ _ a _ , 

! c B (An -i- B A -h Cr -t- D) 

.vTTF+ü 5 ’ 
CjAn-nBè-f-Cr-i-D) 
r ~ 7 A’+B'+ C' ’ 

qui donnent a, ( 3 , y. Mais les coordonnées X et Y étant ac- 
tuellement des fonctions implicites de Z, il est d’abord néces- 
saire de présenter comme il suit les conditions générales du 
contact d’ordre n entre deux courbes 

•*=/(*). r = 

X = F(Z), Y = F, (Z), 

au point Z = a. 

Nous observerons à cet effet qu’en se donnant la seconde 
courbe par les relations 

F(X, Y. Z) = o, F, (X. Y, Z) =■ o, 

on formera, si l’on différentie chacune d'elles n fois de suite 
par rapport à Z, un système de 2 n -4- 2 relations entre celle 
variable et les quantités 


f/X 

f/’X 

f/-X 

f/Z ’ 


r/Z" 

rfY 

f/’Y 

f/"Y 

rfZ ’ 

Hv""' 

d7r' 
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tle sorte qu'on obtiendra précisément les conditions vou- 
lues en faisant, dans ces équations, Z = z , puis 


X = 


Y = v. 

dX 

dx 

//Y f/r 

,CL ~ 

3T 

r/Z tlz 1 

d'X 

d'x 

r/’Y rf’r 

dV ~ 

dz ‘ ' 

r/Z 2 “ r/z 2 5 

d’X 

* • • * ! 
d’x 

r/’Y _ d'y 

</Z" ~ 

~dF' 

dl dz’ 


Or, en posant pour un instant 

#(*)= F[/(i), /,(*),!], 

$(») = F, [/(»), /,(*),*], 

cela revient à écrire 

,?(z) = o, j'(z)=o, ^"(*) = o,..., = O, 

#,(0 = °, ÿ',(s)= 0 , J'(î)= O,. ... ÿ 1 ' ,, (*)= 0 . 

J’ajoute, qu’en considérant une variable quelconque à la 
place de la coordonnée z, de sorte que nous ayons 

•* = ?('). r = -M 0 , *== 6 ( 0 , 

les conditions précédentes conserveront la même forme. On 
démontrerait, en effet, comme pour les courbes planes, qu’en 
faisant 

*(0 = FI?( 0 . *('), 6 ( 0 ], 

#,(0 = F,[ Ÿ (0, +(<). 6(0], 

elles deviennent 

^(0 = °. ^'{0 = “,•••, *">(0 = o . 

^,( 0 =°, ÿ,(/) = o,..., ,f(")(t) = o. 

Soit donc, en écrivant, pour abréger, 9 , <]/, 0 au lieu de 

<?(0, <K0, Ht), 

."?(/) = \<f ■+■ B^, -+- C9 -+- D. 

#,(*)«(? - «)'+(; - n*-*- (« - c)’— p*. 
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Nous poserons, en premier lieu, 

£(<) = °» #'(<) = *’(') = °> 

c’esl-à-dire 

Av -+■ B y -+- (.0 -+- D — o, 

Af'+B}'+ CO'— o, 

A/+By-+-Cr=o. 

On en conclura que le plan du cercle osculaleur est donné 
par l’équation 

(Q'y-.yo") ( X - ?) -h(y'V- Vf’) (Y - •}) •+• WY- ?'+*) (Z - ®) = °» 


ou plus simplement 

A(X- ? ) + B(Y-^) + C(Z- 6) = o, 


en posant 


4 ai i® i tel» ^ ^ y 

A = 0 + = lû !ïr 


(fy dz 
Tu i/t‘ ’ 

riz tPx 


_ ... ,, . >lx rl’z 

B = Ÿ 6 - ‘ f =-j t 1 ÏF ~ lü ~ 1 ÏF ’ 

_ ... f/r rf’x flx f/V 

c = H - f Y - ^ -^7 — ^ rf j, ■ 


En second lieu, nous formerons les conditions 

. f ,(0 = o , rf '(0 = o , # ï (0 = «; 

elles donnent les équations suivantes 

(*-«)* + (+-*)* + («-*)’= P*, 

(f-n)f' — A)-}'+(0 — c)V=o, 

( ? - a)f"-h - 6)^’-+- (6 - c)0'= - (Y+ -P+ 6”), 

dont les deux dernières contiennent linéairement <j> — a, 
vp — b y @ — c, de sorte qu’en éliminant successivement une 
de ces trois quantités, on trouvera, si l’on pose, pour abréger, 

X = B(0-c)-C( 1 {--é) 1 
ift, = C(ÿ — fl) — A(6 — c), 
e = A(*-A)-B( ? -<i), 

ces valeurs, où a' est la dérivée par rapport à / de l’arc de 
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= { Y , ’4-y , +o ,, )? , = -' , Y. 

Ti!, = ( ? ,J -h ■j/’-f- o”) -y = - y 5 y, 

Z = (y' 1 -h -y 1 4 - 9”) 9’ = - *'*0'. 

Or, de là peut se conclure le rayon R du cercle osculateur, 
en employant la relation déjà énoncée 

R 1 = y — <J’. 

Nous avons, en effet, 

«)’ + (*-*)* + (9 -O’, 

», [A(y-n|+B()-i)- t-C;il-f)j : 

A’-t-B’ - f-C» ’ 

et, par conséquent, 

A* -t- B' -t- O 

Mais, en décomposant le numérateur en trois carrés, et d'après 
les expressions de X, il!,, 2, on voit immédiatement qu’on peut 
écrire 

R* - «* * + H 1 .' , -t~e i 
” _ A’-f-B’-f-C 1 ’ 

d’où 

■ _ (y-y - y y )• s- (ye* - «y )’+ (yy - yyi* • 

R 1 ( Ÿ "-+-y , -t-o ,, ) j 

Nous retrouvons ainsi la quantité précédemment obtenue 
dans la recherche de la distance à la tangente d’un point 
d'une courbe infiniment voisin du point de contact, et l’on 

(i$* 

voit que l’expression de celte distance par la formule — a la 

même signification géométrique que pour les courbes planes. 

Déterminons maintenant les coordonnées «, {3, y, en em- 
ployant les formules de la page 121 , transformées comme on 
va voir. Considérant, par exemple, la première 

_ A(A/r-)-Bè-+-Cr-i- D) 

a -CL- » 

nous l’écrirons d'abord ainsi 

_ _ A[A(n — y) -F- B(i — y C(c — 8)] 
a ~ A’-f-B’-h C' ’ 
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f — X = f — ft -+- 


A[A(«- ? )-hB(6--})-i-C(r- 6)] 
A’-+- B'-t-C’ 


(T-nlIA’ + B’ + C 1 ) -h A[A(«- ? ) -+- B I A — + ) C (*■ — 0 )] 
A’-rB^+C’ 

C[C( ? -«)-A(0-cn-B[A(+-6) - B( ? -«)] 
A'-i-B'-t-C’ 

Il s'ensuit que l'on a explicitement, au moyen de la variable /, 


y — a — 


et de même 


Cil!. - BG 
A’-t-B’-t-C’’ 


. r AG — C X 
+ -P = A»-B»-C» ’ 

BX, - A il!. 

6 7 _ A'-t-B'-t-C 1 " 


Une dernière simplification résulte enfin de ce qu’on peut 
faire 

Cxft> — bg = y*[( ? '6'-ey)#'-($Y- Ÿ ’ ■>")•}'] 


= .v'V*Y--''Y) = - 




et pareillement 


= -**(/> 


BX-Aili. =-•>*- 


Nous en concluons en effet, en employant la formule 


R1 À'-t-B’-t-C 1 ’ 


ces expressions définitives 


f L il. 

s‘ ,U \.v’ 




On donne à la droite — = = ? le nom do normale prin- 

' ‘ «— r P-f •/-« 
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Elles sc simplifient si l’on suppose que la variable indé- 
pendante soit l’arc de la courbe; on parvient alors, en effet, 
aux valeurs suivantes 

« = ?(*) + R Y 10 > 

p = +(') + 

7 = e (j) -i- R’tr (.v), 

qui définissent, dans l’espace, le lieu des centres des 
cercles osculateurs de la courbe proposée 

* = ?(*), * = «(*)• 

Mais je ne m’occuperai pas ici de cette ligne, qui serait pré- 
cisément la développée si la courbe était plane, j’indiquerai 
seulement pour l’élément de l’arc 

(h \j (h? rtf ■+- (frf 

cette formule très-simple, découverte par M. Molins, 

,h = (h y/(5) -r- (g) , 

où figure une quantité r qu’on nomme le rayon de torsion, et 
qui nous occupera plus tard. 

V. Après la ligne droite, intersection de deux plans, et le 
cercle, intersection du plan et de la sphère, la courbe qu’il 


ci/mlc 'u lu courbe j: = p(f), y = frit), a = ÿ(f). Elle est en elTcl perpendicu- 
laire à la tangente 


X — ! 


Y 


Z- 


i la condition 


?’ V «’ 

(* — ?)?'-+-(£ — fit' S)9'=o 

étant identique en vertu dos valeurs de a, ^3, y; car elle se réduit à celle-ci 


qui devient simplement, en prenant Turc pour variable indépendante, 

- o. 

Dans cette hypothèse, les cosinus des angles f, r } , 5 de sa direction avec les axes 
seront 

cos{=Rp', cosi) = Bÿ, cos; = R 8 1 '. 
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semblerait le plus naturel de considérer serait l’intersection 
de deux surfaces du second degré 


F (X, Y, Z) = «X , + /»Y 1 -i-cZ , -+-...= o, 

F,(X, Y, Z ) = AX 1 -+- BY’ -i- CZ’-+- . . . = o. 

Chacune de ces équations renfermant neuf coefficients ar- 
bitraires, au premier abord on pourrait croire possible, en 
supposant Z = z, de les déterminer par ces dix-huit conditions 


X =/(•), 
Y =/,(*), 


d -è=f^ 

tlz 7 J 1 ',••• 



• /,Y 

(li , -.MO--- 

V 


d’où résulterait avec la ligne proposée x — /( z ), y =f (z) un 
contact du huitième ordre. Mais on peut atteindre seulement 
au septième, en raison des mêmes circonstances qui ne per- 
mettent point d’obtenir pour la ligne droite un contact du 
second ordre, bien quelle puisse être représentée par les 
équations 

«X -t- b Y + oZ + rf=o, 

AX -t- BY CZ -t- D = o, 


renfermant six coefficients indéterminés. Afin de bien éclaircir 
ce point, représentons encore la courbe par les relations 
x = ç(/), y= <{.(/), s = 0 ( 1 ), et en faisant comme plus haut 

'Ÿ = F[o(Oi *('), 0(0]. -MO. 6(0], 

posons les dix-huit conditions 

.7 = O, ÿ= o, ,f'=o...., ,'*(*) = O, 

-f , = o, ,i\ =0, ,7* = o, . . ., .ft*) — o. 

Je remarque que les neuf équations qui se rapportent à la 

b c 

fonction -7(z) détermineront séparément les rapports -, 

et que les neufaulres, ayant absolument les mêmes coefficients 

pour les inconnues, obligeront de prendre - = 

A « A « 

ce qui fera coïncider les équations 

F(X, Y, Z) = 0, F,(X, Y, Z) = o. 
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En conséquence, nous poserons seulement seize conditions, 
savoir 

.7 = 0 , $’ = O, 

i, = O, £' = 0, é?' = o,..., j, :l =o. 

Les premières donnant a, b, c, ... . en fonction linéaire ho- 
mogène de deux indéterminées f 1, on en déduira cette ex- 

pression 

F(X, Y, Z) = À4> -+- uf, 

où <î> et *F sont des polynômes entièrement déterminés. Le 
second groupe conduira pareillement à écrire, avec deux 
autres constantes arbitraires a', 

F,(X, Y,Z) = Vl-H-a’S'; 

or le système des deux équations 

/.4 1 -+- uM" = o, V«t* ti 1 H’ = o 
se réduit immédiatement à celui-ci 

4> = o, “F — o, 

qui donne une courbe ayant un contact du septième ordre 
avec la proposée. 

VI. Revenons encore aux équations de la tangente, pour 
considérer le cas où la courbe serait définie par deux re- 
lations entre les coordonnées 

*) = <>» = 

Envisageant alors x et/ comme des fonctions de la variables, 
on obtiendra les dérivées^» par les équations suivantes 
que donne la règle de dérivation des fonctions composées 

r IL'll JL'JL JL 

d.c dz dy dz dz ’ 

ilf t dz df t dy df, _ 

dx dz dy tlz dz 
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On en tire 



4L 

df 

-4L 

4L 

de 

dz 

dy ‘ 

~ dy 

dz 

dz 

= df 

4L _ 

-4L 

~4L 


dy 

dx 

dx 

dy 


4L 

df 

4L 

4L 

dy _ 

dx 

dz " 

dz 

dx 

dz 

~ ~df 

4L. 

zw 

~df\ 


dy 

dx 

dx 

dy 


ce qui donne, pour les équations cherchées, 

X — x Y—r Z— z 

wllll _ ‘jnif, ~ ~ •ji K _ il 

dz dy dy dz de dz dz dx dy dx dx dy 


Enfin , remarquons que le calcul précédent revient à éli- 
dx dy 

miner les rapports > j-i ou plutôt les diirércnlielles dx, 
dy, dz, entre les équations homogènes 


dx 


dy 


dz 


X-r Y — / Z — z 

df . df df 
■j— dx H — j— dy H — j— dz = 
dx dy J dz 


df, 

dx 


dx - 


f„ r . 

dy - 


4L,,, 


dz 


dz = o. 


de sorte qu’en tirant des premières équations ces différen- 
tielles pour les porter dans les deux autres , on sera amené à 
définir la tangente par ces deux nouvelles relations, savoir 


/v \ df , v . df df 


dz 


= o, 


i y i df . v , df 


(Z- 


\ df 


Elles mettent en évidence une conséquence importante; 
car le plan donné par la première, par exemple, restant le 
même quand on change la seconde équation de la courbe, 
doit contenir toutes les tangentes au même point {x, y, z )aux 
courbes d’intersection de la surface 

/(*. J. z ) = o, 

l re Partie. 9 
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par une autre surface absolument arbitraire 


/,(*,.r. *) = o: 

c'est l’équation générale du plan langent que nous retrouve- 
rons bientôt sous un autre point de vue et par une autre mé- 
thode. 

Je terminerai ce qui concerne les tangentes aux courbes 
dans l’espace par la définition du plan normal. On nomme 
ainsi un plan perpendiculaire à la tangente et passant par le 
point de contact. Les formules de la Géométrie analytique 
donnent, d’après cela, pour son équation 

(X — x) <lx -+- (Y — y) rlr-i-(L — ï) dz = o, 
et comme on a les relations 


df . df df 

-j- dx h — dy dz = o, 

dx dy dz 

df, , df , df 

-r 1 dx ■+■ dy h — y 1 dz — o, 

dx dy J dz ' 

ce plan est représenté par le déterminant à trois colonnes 


X— x 
Y -y 
Z- z 


£ £ 

dx dx 


égalé à zéro. 


£ 

dy 

£ 

dz 


£ 

dy 

£ 

dz 


Contact d'nne courbe et d'une surface. 


J. Celle théorie n’est qu’un corollaire de la précédente; 
elle s’en déduit par une considération extrêmement simple, 
amenée par la remarque suivante. 

Soient dans l’espace deux courbes représentées par les équa- 
tions 

•* = /(*). / = /(*), 

X = F(Z), Y = F,(Z), 

les conditions pour qu'elles aient en un point Z = z un con- 
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tacl d’ordre n se sont offertes en premier sous cette forme 

Fl») =/(*), F, {»)=/.(*), 

F'(«) =/'(*). 


=/«(*), =/.(”>(*). 

11 a été ensuite établi qu’en se donnant la seconde courbe 
par les équations 

F(X, Y, Z) = o, F, (X, Y, Z) = o, 

et faisant 

*(»)- F [/{•), /.(*), *], 

#,(*)«=F l [/(*),/W, *], 

on devait poser 

$ (i) = o, £'(*) = °- ,i’(z) = o,..., #(")(*) = 0, 
. < f,(z)r=o, §\(z)=o, 5'(a) = 0 ,..., = o. 

Et si l’on considère enfin une variable quelconque à la 
place de la coordonnée z, de sorte que nous ayons 

•* = ?(0. y = +(0» z = °(0i 


ces conditions gardent la même forme, car, en posant 

*(0=F[ t (0, +10, •(<)]. #,(0 = F 1 [ t (0,+(0.«(0], 

elles deviennent 


ff(0 = o, ,?'(/) = o...., <t>>(r) = o, 

#.(0 = o, .f,(/)=o,..., $[ ni (t)=o. 


Ceci rappelé, imaginons qu’en conservant l’équation 
F(X, Y, Z) = o, 

on change l’autre 

F, (X, Y, Z)=o 

d’une manière quelconque, mais en remplissant toujours les 
conditions de contact d’ordre n. Il est clair que nous pour- 
rons envisager la première surface comme le lieu d’une infi- 
nité de courbes présentant au point Z = z un contact d’ordre n 
avec la ligne proposée 

•*=-/(*). >■=/.(*)• 

9- 
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De lit se tire la notion géométrique à laquelle nous vou- 
lions parvenir; nous dirons, en effet, que l'équation 

F(X, Y, Z) = o 

représente une surface ayant avec la courbe un contact de 
cet ordre, et nous ajouterons immédiatement à sa défini- 
tion analytique la remarque suivante. 

Considérant sur celle courbe un point infiniment voisin du 
point de contact et donné par la valeur z + h de cette varia- 
ble indépendante, on sait que sa distance au point correspon- 
dant de la ligne représentée parles équations 

F(X, Y, Z) = o, 

F, (X, Y, Z) = o 

est infiniment petite d’ordre « -+- 1 par rapport à h d’après sa 
définition; par conséquent, et à fortiori, la plus courte dis- 
tance de ce point à la surface F(X, Y, Z)=o est-elle infi- 
niment petite de cet ordre. 


11. La théorie qui vient d’être exposée reçoit deux applica- 
tions principales. La première concerne le plan dont l’équa- 
tion renferme trois constantes, de sorte qu’on peut établir un 
contact du second ordre entre celte surface et une courbe 
quelconque 

• r = ?(0. j = s = o(0- 


Or en posant 


et 


F(X, Y, Z) = AX + BY + C.Z ■+• I), 
,i(t) = Af B-J< -+- CO-t- D, 


on est précisément amené à ces équations 

,7 (O = A? -F- B-j/ -+- CO -i- 1) — o, 
,?*'(/) = A<p'-i-By-i-C9’=o, 

= Bi'-t- C0'= o, 

et aux valeurs 


a = vy- ys’, b = ytf— ©>”, c = yy- y y 


obtenues dans la détermination du plan du cercle osculateur 
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(p. ia3). Sous ce nouveau point de vue, et en entrant ainsi 
dans la théorie actuelle, ce plan a été nommé oscillateur, 
l'ordre du contact étant aussi élevé qu'il est possible, d'après 
le nombre des coefficients qui entrent dans l’équation gé- 
nérale. 

Il s’augmentera toutefois d’une unité, si l’on a 

^”(0 = A y” -t- B J" -h CO" = o, 

et pour que cette nouvelle condition s’accorde avec les pré- 
cédentes, il faudra que le déterminant 


A = 


y' 

y 

0' 


a 

T 

r 

6 * 


y 


soit nul. L’équation A=o permet donc d’obtenir sur la courbe 
un nombre fini et limité de points, pour lesquels le plan os- 
culateura un contact du troisième ordre. Il reçoit alors la dé- 
nomination particulière de stationnaire , qui lui a été donnée 
par M. Cayley. En posant enfin A = o, quel que soit t, on a 
la condition pour que tous les points île la courbe soient dans 
un seul et même plan. 

Supposons en effet, pour plus de simplicité, 0(1) — l, de 
sorte que, z devenant la variable indépendante, les équations 
de la courbe soient 

•r = y( 3 )> 

Nous trouverons alors 

y" y n 

a — y y = yy-yy, 

( o o 

et la condition A = o, en divisant par y‘, prend celte forme 
d’où l’on conclut 

y'= n y , 

a désignant une constante arbitraire. Il en résulte ensuite bien 
aisément 

y' = n Y - *- è, 
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puis enfin 
c'est-à-dire 
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ç = <i\ -+- bz -t- r, 

•r = ny -+- bz ■+■ r, 

de sorte que la courbe proposée est effectivement tout entière 
dans un même plan. 

111. La seconde application concerne la sphère osculalrice 

(X — — 6)’-4-(Z — £•)’ = R 1 , 

dont le contact sera généralement du quatrième ordre. Pour 
obtenir avec plus de simplicité l’expression des coordonnées 
du centre et du rayon, nous supposerons que la variable in- 
dépendante soit l'arc s de la courbe, de sorte qu’en écrivant 

• r = ?( f ). .r = •>(*). *=®W> 

on ail la relation 
Cela posé, soit encore 

*{s ) = [»(*) - «]*+ r+w - *]’+[•(') - 'V - »*. 

ou, plus simplement, 

*V) = (? - «Y (+ - t’Y + (9 - r) 1 - R’, 

on aura 

? (•')=(? — « ) ?’ -+- (1 — ( 5 — c ) ®*. 

**■(') = (T - «)?'+(•> - W + (® ~ 0 ®*+ ?'’+ 9" , 

et, d’après la supposition faite sur le choix de la variable in- 
dépendante, 

* -no = (?-«)?'-*-{+ -é)7+(9-c)0”-f-.. 

Il en résulte pour la dérivée suivante, en remarquant que 
la condition admise 

? ”-+- 0” = i 

donne par la différentiation 

.1 » MM tJÙ* « 

? V -t- Y y V == O, 

cette valeur 

i.r'M) = (v - «)?"-+- (■} - W+i® - c )6” 
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Or des équations 

(T — )f' + (+-*)+' + (© — <£•)©' = o, 

(? _ (4, _ bw+w - <•) ô"= » 

on tirera, en employant le déterminant A considéré plus haut, 

( ? -«)A = 9'r-fô", 

(4,-i)A = ? ' 0”_ 0' Ÿ ", 

(6 — r)A = 

ce qui détermine les coordonnées du centre a, b, c, que l’on 
peut encore écrire, au moyen des coefficients du plan oscilla- 
teur, sous celte forme 


a — y — 


I '!h 

A ds ' 




i c/B i rlZ 

A ils ’ A ils 


Nous obtiendrons ensuite le rayon par l’égalité 

ê (.v) = (? (-I-6) 1 -h (9-c) 3 - R’=o; 
car ayant ainsi 

R’ = ( ? -a)'+ (4- -b)> + (9 -r)\ 

il viendra immédiatement 

R 3 A 3 = (9'4,” - 4-'9”) 5 -f- (*'9 ■" - 9' Ÿ ") 3 4 - ( 4-' Ÿ w - t '4.*)* i 

ou encore, d’après une identité bien connue, 

R 3 A» = ( y” -i- 4 .'» - 1 - 9” ) ( <p m3 -f- 4 <" 3 4 - 9” ) — ( -t- 4>'4-" 4- 9'9” ) 3 . 

Nous ferons bientôt usage de ce résultat dans la théorie de la 
courbure. 


IV. Je terminerai la théorie du contact d’une courbe et 
d’une surface, en faisant une application de cette notion géo- 
métrique nouvelle du plan osculateur. Considérant une courbe 
donnée par les équations 

• r = ?(0, r = +(0» * = °(0. 

je me propose, en plaçant l’origine des coordonnées en un 
point quelconque correspondant à la valeur t = a, de la rap- 
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porter au plan osculateur en ce point, comme nouveau plan 
des XY, puis à la tangente et à la normale pour axes des X et 
des Y. Mettons à cet effet /i-t- / au lieu de /, de sorte qu’on 
ait, par la série de Taylor, 

t t' 

x - »(«-*-*) = ?(") ■+■ -?'(«) ■+■ — ?"(«)•+••••» 
s = 0(« -F- /) = 0 («) -hjO'(n) -t - h...; 

le déplacement d’origine s’effectuera d’abord en posant 

x = <p{rt) -t- j., y = •]<(«) -h y,, z = Q(a)-hz,. 

Cela fait, j’emploierai les trois transformations successives que 
voici, d’axes rectangulaires en d’autres axes rectangulaires 
situes dans le même plan : 

i° Dans le plan desy,z„ en faisant 

y, = y, cos/ — 2 , si n)., 
s, = y, sin/ -+- s, cos)., 

et disposant de l’angle à de manière à faire disparaître le coef- 
ficient de t dans l’expression de z,; 

2 ° En faisant, dans le plan des x,y„ 

x, = x, cos U — y , sin u, 
y 3 — x, sin u -h y, cosit, 

et disposant de p de manière à faire encore disparaître le 
terme en t dansj>; 

3° En faisant enfin, dans le plan desx,3„ 

x i ~ cosv — z t sin-/, 
s, = y 3 sinv -+- 3, cosv, 

et déterminant l’angle v de sorte que z„ déjà privé du terme 
du premier degré en l, perde le suivant en 
Cela fait, si l’on désigne, pour plus de simplicité, par X, 
Y, Z les nouvelles coordonnées x„ y, et z it leurs expressions, 
développées suivant les puissances de t , auront évidemment 
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celle forme 

X = Af + A'i’ + A'/ 1 +... ) 

Y = B<’-+- BV -h. . 

Z = C t'-h.... 

Par conséquent, à une distance infiniment petite de l’ori- 
gine correspondant à une valeur infiniment petite du premier 
ordre de 1 ou X, on voit que Y sera du second ordre et Z du 
troisième; donc l'axe des X est bien une tangente, et le plan 
des XY le plan osculateur. 

Si l'on suppose de plus, comme il y a lieu de le faire dans 
plusieurs circonstances importantes, que / soit l'arc de la 
courbe compté à partir de l’origine, et qu’on fasse, comme 
précédemment, f = r, on aura 

(? HSHîy- 

ou bien 

( A -h a A'.v-f- 3 AV + BB'.v’-e . . .)’ -+- ( 3(V -t- ...)*= i , 

et l’on en conclut 

A*=i, A'=o, 4 A ' 1 -i- 6 AA" h- 4B 1 = o, . . . ; 

par conséquent, A = i, car on peut changer X en — X, 
A' = o, A" — — | B’ , résultats que nous emploierons bientôt. 
Soit, comme exemple, l’hélice qui a pour équations 

• f- v f* / 73 

x=«sin-> r— «cos-, i = n i — < , 
a « 


la variable s étant bien l’arc de la courbe, car on a identi- 
quement 

(îhîhîv- 

En faisant y = a + Y, et développant en série, nous aurons 


/V 

6^ + ”” 
/V /V 
a a a 4 «’ 

z — \f \ — r-s, 


x — li — 

Y= — 
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de sorte qu’une seule transformation d’axes conduira au ré- 
sultat. Soit / = sinX, nous poserons 

X = x sin). -+- s cos), 

Z = xcos) — z sin)., 


ce qui donnera en effet 


X = 


s 


sin*) 

6«’ 


Y 

Z 


sin’). , 

■ s 

•xa 


sin*) 
a 4 


cos) sin*) 
6 a 1 


s* -h. . . 


Ces expressions, rapprochées de celles qui viennent d’être 
données pour une courbe quelconque, savoir 

■r= JBV + ..., 
y — B BV 
z = Cs* -e. . 

montrent qu’en posant 


l’hélice aura à l’origine un contact du second ordre avec la 
courbe. Et si le coefficient B' s’évanouit, ce qui généralement 
aura lieu en un nombre Uni et limité de points d’une ligne 
donnée, on pourra, pour chacun de ces points, obtenir une 
hélice osculatrice ayant avec la courbe un contact du troisième 
ordre. En effet, si l’on détermine a et X par les conditions 


B = -^, 


C = - 


cos) sin’) 
6 a 1 ’ 


les développements en série des trois différences X — x, 
Y — y, Z — z, suivant les puissances croissantes de la va- 
riable s, commenceront seulement aux termes du quatrième 
degré. Or on a vu que ce sont là précisément les conditions 
du contact du troisième ordre à l’égard de deux lignes dans 
l’espace. 
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I 3() 


Contact des surfaces. 

I. Une surface étant définie par l'équation F(x,/, z) = o, 
les coordonnées d'un quelconque de ses points seront des 
fonctions de deux variables différentes, et devront s’exprimer 
de cette manière 

•* = ?('. «)» r = +(*.«)* * = 

Et si nous considérons une seconde surface dont tous les 
points se déduisent par une construction déterminée de ceux 
de la première, leurs coordonnées seront représentées pareil- 
lement par ces expressions où figurent les mêmes variables 
indépendantes t et « 

X = *(/,«), Y- H ’(/,«), Z = »(/,«). 

Cela étant, la théorie du contact repose encore sur la con- 
sidération de la fonction ô=f(t, u), qui donne la distance 
de deux points correspondants, savoir 

* = [(X - *)’+- (Y -jr)'-b (Z - *)»]• 

et nous dirons qu’en un point donné par les valeurs t=a, 
u = b, les surfaces ont un contact du ri’ m ' ordre, lorsqu’en 
posant t — a + h, « = A + h, la distance o est infiniment pe- 
tite d’ordre n -+-i par rapport à h et k. Mais il faut tout d’abord 
préciser ce que l’on entend par l’ordre d’un infiniment petit 
par rapport à deux autres. Nous imaginerons à cet effet que h 
et /* dépendent d’une seule variable, en faisant par exemple 
k = « A, et supposant u fini. Cela posé, la quantité 

S =/(/? -+- //, b ■+■ w //) 

pourra se développer en série suivant les puissances crois- 
santes de h, et il sera désormais entendu qu’elle est infini- 
ment petite d’ordre n 1, lorsque indépendamment de toute 
valeur attribuée à w, les coefficients des puissances de h jus- 
qu’à la «''"seront tous nuis. En admettant ce principe, on 
déduira sur-le-champ de la définition de l’ordre du contact à 
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l’égard des deux surfaces, ces conséquences qu’il suffit d’é- 
noncer : 

i“ Les trois différences X — x, Y — y, Z — z doivent être 
chacune infiniment petites de l'ordre n -t- i. 

a® Ces conditions restent les mêmes en changeant les axes 
coordonnés. 

3° Elles subsistent si l'on change de variables indépen- 
dantes, en posant 

*=/(*,«), =/;(*.»)■ 

Ainsi, en admettant qu’à t — a, u — b répondent r = a, 
■j = (3, et que l’on ait 

a -h h =/(* -+- », P -4 -y), b -h i = f[x -t- i, p -t-y), 

si les quantités X — x, Y — v, Z — z sont infiniment petites 
d’ordre n -t- i par rapport à A et /r, elles seront infiniment pe- 
tites du même ordre par rapport à i et j. 

4" Prenant d’après cela poiir variables indépendantes les 
coordonnées x et y, de sorte que les équations des surfaces 
deviennent 

s — f J’)i 

X = i (x, y), Y - -f, (x, y), Z = F(x, y), 

une des trois fonctions -Y, .T,, F détermine la nature de la se- 
conde surface, les deux autres, Y et -Y, par exemple, la loi de 
correspondance de leurs points, et les conditions relatives aux 
différences X — x, Y — y caractérisent les lois de correspon- 
dances compatibles avec la définition de l’ordre du contact. 
Quant aux conditions concernant les surfaces elles-mêmes, 
elles se déduisent des développements que donne la série 
de Taylor étendue à deux variables, savoir 


F ( »/ -+- /», b -t- w /») 



/(« -t- //, b -t- w/») 


dV\h ( »/’F »/’F , r/ 3 F\ /»’ 

'\lbh '{ d„* H a " dn db ^ W »//»’ )i.a 


= /(«. b) ■ 


(4f . 

df\b 

(d\f 

dH 

,d'f\ 


*db) i J 

\da ’ " t 

™7hdb + K 

db 1 ) 


on exprime en effet que la différence Z — s est infiniment 
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petite d’ordre n -t-i, en posant 


F(«, 4) = /(«, b), 
rfF f/F df df 

da ' ’ db da ^ ° f/4 ’ 

z/’F d > F , rf’F rf*f f/ 1 / ,f/Y 
f/rt 1 ^ a °‘ dâ f/4 ^ “ f/4 1 ” da‘ ^ 2 “ da db “ f/4 J ’ 


f/“ F « 

f/* F 

« rf'F 

f/"F 

f/fi" i 

* dd'-' db ~ i ~" 

î da dif- ' 

^ “ iiF 

d’f n 

d’f 

n , d’f 

. <f 

~~ da " i " 

" dit-' db " 

’ l ibidlt—' 

‘ dbr 


et considérant ai dans ce système de relations comme une in- 
déterminée; il en résulte que le contact du premier ordre 
exige trois équations 


F(», 4) =./(», 4), ■£ 


if 

da ' 


d \ F 
db 


df 

db' 


le contact du second ordre six, car aux précédentes il faudra 
joindre celles-ci 

f/ ! F d\f f/’F d'f d'F f/’/ 

f/a 1 f/a 1 ' da db iltidb' db 1 f/4 1 ’ 


et en général le contact d’ordre n, 


(«-+-!)(/! 


2 ) , 

équations. 


C’est ce nombre qui donne à la théorie dont nous nous occu- 
pons son caractère propre, et éloigne, sauf le premier cas 
de f»=i, toute analogie avec celle du contact de deux 
courbes, ou d’une courbe et d’une surface, comme on va le 
voir par les applications suivantes. 


II. En premier lieu, nous envisagerons le plan 
Z = nX -i- 4Y -f- r, 

dont l’équation renferme trois coefficients, de sorte que l’on 
peut, comme pour la ligne droite à l’égard d'une courbe, ob- 
tenir, en un point quelconque 

X = x, Y=y, 

un contact de premier ordre avec toute surface z —f(x, y). 
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donnent immédiatement 


X-H 

bY ■+■ c, 


d? 

df d F 

i 

dx 

<lx' dy 



dl , b - 

dz 

a — 

<lx' b ~ 

dy 


et l’on retrouve ainsi l’équation déjà obtenue du plan tangent 
sous la forme 


Z — i 





Nous remarquerons, avant de faire les applications de ce 
résultat, qu’en supposant parallèle au plan coordonné desXY 
le plan tangent en x, y, z à la surface z =f(x,y), on a né- 
cessairement 

df df _ 
dx ~ °’ dy ~ °‘ 

Et si le plan des XY est lui-même langent à l’origine des 
coordonnées, la fonctionna:, y) ainsi que ses dérivées par- 
tielles du premier ordre s’annuleront pour x = o, y= o, de 
sorte que le développement parla série de Maclaurin de l'or- 
donnée z suivant les puissances croissantes de x et y com- 
mencera seulement aux termes du second degré, et sera de la 
forme 

z = i?i’+ bxy -f- cy 1 - t- dx*- 1- ex* y -t~. . . . 


De là se déduirait que la distance au plan langent d’un point 
d’une surface infiniment voisin d’un point de contact est un 
infiniment petit du second ordre. Mais d’une manière plus gé- 
nérale, comme par définition la distance d de deux points cor- 
respondants A et B de deux surfaces, infiniment voisins de 
leur point de contact, est infiniment petite d’ordre n -|- 1 lors- 
qu’elles ont un contact du n ihu ordre, il en résulte à fortiori 
que la plus courte distance du point A de la première surface 
à la seconde, est aussi infiniment petite du même ordre. 

Observons enfin qu’en supposant z une fonction implicite 
déterminée par la relation 

f(*,y, «)= o, 
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Z 




dx 


«43 


reprend la forme sous laquelle nous l’avions précédemment 
obtenue (p. 129). On a en effet 


xlfdz df df dz df _ 

dz dx dx °’ dz df t if 


d’où l’on tire 


dz 

dx 


dJL 

dz dz 
<£' df 
dz 


df 

dy 

df' 

dz 


et en substituant il vient 




Nous en conclurons pour la normale à la surface, c’est-à-dire 
la perpendiculaire élevée en x, y, z au plan tangent, les équa- 
tions 

X - x Y - r Z — z 

df “ W ~~dT' 

dx df dz 

en supposant que les axes coordonnés soient rectangulaires. 


III. Soit pour première application les surfaces données par 
l’équation 

f[x — az, f — bz) = o, 


ou plus simplement 
en posant 

a 

On tirera de là 


/(“, Ë) = °, 

x — az, p — f — bz. 


df__df df_df ttf df , df 

t/x dx ’ df dp ’ dz dx dp* 


df <lf 

de sorte qu en réunissant les termes en ~ et 1 équation 
du plan tangent devient 


^ [X — x — «(Z — a )] + ^[Y— jr— b(Z-z)] = o 


If, 
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Ce résultat fait voir que, quelle que soit la fonction /( », |3),‘ 
ce plan contient la droite 

\-x = a(Z-z), Y -y = b(Z- z). 


Effectivement, l’équation proposée est celle des surfaces 
cylindriques, et le calcul met en évidence celte propriété du 
plan langent, de contenir la génératrice qui passe par le point 
de contact. 

Nous considérerons en second lieu les surfaces coniques, 
qui sont données par l’équation 


en posant 
On aura alors 


/(*. P) = o, 



df _ l df df _ i df df .r — a (If v — I) df 

di~ z — c (ta. ’ dy z — c dp' dz (z — c )’ dx ( z — r )* dp 


et, par suite, pour l’équation du plan tangent, après avoir sup- 
primé le facteur — t 



X - 




Il contient donc encore la génératrice qui passe par le point 
de contact. 

En dernier lieu, les équations de la normale aux surfaces 
de révolution 

f[x, p) = O, 

en faisant 


a = x’-f-.v 3 , p -Z, 

seront 

X — x Y — y Z — z 

»*/'(*) ~ »//'(“) ‘ 7 W) ’ 


et les deux premières se réduisant à — = — » il en résulte 

x y 

que celte droite est dans le plan déterminé par le point (x,y, z ) 
et l’axe des z, qui est l’axe de révolution de la surface. 


IV. Une surface reçoit le nom d ’osculntrice, lorsqu’on a 
disposé de toutes les constantes qui fixent sa position et dé- 
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terminent sa nature, de manière à obtenir, avec une surface 
donnée, le contact de l'ordre le plus élevé possible. C'est là, 
comme on voit, l’extension naturelle de la notion qui s’est 
offerte dans la théorie du contact des courbes considérées 
sur un plan ou dans l’espace, et -qui a reçu, dans le cas du 
cercle, une application d’une grande importance. Mais toute 
surface ne peut point devenir osculalrice d’une autre, comme 
toute courbe plane, quelle qu'elle soit, d'une ligne donnée. 
Il faut en effet que le nombre des constantes à déterminer 
soit un terme de la série 


de sorte qu’il n’y a ni sphère, ni surface du second degré os- 
culatrices, puisque leurs équations générales renferment res- 
pectivement 4 et 9 coefficients. En général, une surface du 

, , . (m + i)(m+ 2 )(ra + 3) 

/«""'degré en contient g — r, ce qui 

conduit à poser l'équation 

(// i)(// j- a} __ (///-(- il (/// -+- a) |//z -4- 3) 

à 6 _l ’ 

dont il y aurait lieu ainsi de rechercher toutes les solutions en 
nombres entiers et positifs pour m et «. Mais l'Arithmétique 
supérieure ne donne à cet égard aucune méthode, et je me 
bornerai à remarquer qu’on y satisfait, par les moindres nom- 
bres, en prenant m = 5 et n = 9. Il n’v a donc aucune surface 
algébrique, de degré inférieur à 5, pouvant être osculalrice, 
de sorte que la théorie actuelle ne semble pas applicable au 
delà du plan et du contact du premier ordre. La considé- 
ration suivante permettra cependant d’aller plus loin. En dis- 
posant des deux coordonnées d’un point d’une surface, on 
peut en effet ajouter deux constantes à celles qui déterminent 
une sphère, et par conséquent la rendre en ces points oscu- 
latrice du second ordre, puisqu’on aura le nombre voulu de 
six quantités arbitraires. En disposant d’une seule des coor- 
données, on ajoute une arbitraire aux neuf coefficients d’une 
surface du second degré, ce qui permettra de la rendre oscu- 

Jt« Partit. IO 
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latrice du troisième ordre , non plus alors en un certain 
nombre de points, mais, comme il le semble au premier 
abord, tout le long d'une ligne déterminée d’une surface quel- 
conque. Nous allons traiter ces deux questions. 

V. L’équation de la sphère étant 

(X - (Y- -r)*= R’, 


on obtiendra les dérivées du premier ordre 


par les relations 



dZ 

rfY 


X — n -t- P ( Z — c) = o, 
y _4 + Q(Z-r)=o, 


et celles du second 


rf’Z rf’Z T _ d* 

"rfX 1 ’ fe ~rfXrfY’ ' rfY’ 


par celles-ci, qui s’en déduisent en différentiant successive- 
ment par rapport à X et à \ , 

i -+- P’-i-R(Z — r) = o, 

PQ-i-S(Z — r) = o, 
i+0' J -T(ü-''l-o. 


Or, les conditions du contact du second ordre avec une 
surface quelconque z—f[x, y), au point X = x, \=y, 
sont 


Z = z, 

v~ dz 

dx' 

o 

II 

n _rf’* 

c _ 

- dxdy 

T _rf’ = 

1 = —y— t 

dy 

de sorte qu’en faisant 



riz (lz 

P ~ dx' '' = Ty' 

II 

al 

K\ « 

d'z d'z 

* ~~ dxdy' 1 dy ’’ 

nous les obtiendrons en 
dentes X, Y, Z, P, Q, R, 

remplaçant dans les relations précé- 
S, T par x, y, z, p, q , r, s, t, ce qui 
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donnera 

X — fl -H ]>(z — c) = O, 
y — b -+- t/(z — c) = o, 
i -t-/;’ -t- r (s — c) = o, 

[hj -+- s (s — r ) = o , 

I t (z — c) — o. 


■47 


Cela étant, les trois dernières conduisent immédiatement par 
l’élimination de c ou plutôt de z — c aux deux équations de 
condition cherchées entre x et/, savoir 


■ -+- ? _ M _ i + 7 J 
r s t * 


et, en chassant les dénominateurs, 

(i •+■ p*) s - p f r = », 

(t -h p’)t — (l -+- q 1 ) r = o. 

On donne le nom d’ombilics aux points de la surface 
z=f[x,y) que déterminent ces relations, et que bientôt 
nous verrons s’offrir sous un autre point de vue. Je me bor- 
nerai en ce moment à les obtenir à l’égard de l'ellipsoïde 



où ils ont un rôle extrêmement important dans l’élude géomé 
trique des courbes tracées sur cette surface. En formant à cet 
effet les valeurs des quantités p, q. r, s, t, on trouve 

c 7 x c'y 

‘ a 2 z 1 u'z 
c'[b 2 — r 1 ) c*xr _ c 4 !»’ — x’) 

r ~ « J 6V ’ S ~~^¥ 7 2 ' 1 a'b'z * " ’ 

et, après quelques réductions, il viendra simplement 
(a’ — c’)x/ = o, — e’jx 3 — <i 3 (è 3 — c 3 )/ 3 — fl’è’frt 3 — b 2 ) = 0. 

Ces relations sont identiques dans le cas où l'ellipsoïde se 
réduit à une sphère, comme on pouvait le prévoir; mais si les 
axes sont inégaux, et que l’on suppose 

a > b > c, 

10. 
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nous parviendrons très-aisément à ces solutions, les seules 
réelles, savoir 



On en conclut que les ombilics sont les quatre points où 
les plans des sections circulaires deviennent tangents à la sur- 
face. 

VI. Dans la seconde, question, il s’agit de l'équation géné- 
rale du second degré 

F{X, Y, Z) = nX ! + a' Y 1 * h- o"V -h ib\"L -+- ib'ZX -1- a //XY 

+ jcX + a c'Y 4- ir " Z + 1 / - o, 

et des conditions du contact du troisième ordre avec la sur- 
face quelconque z~f(x, y). Alors il est nécessaire d’intro- 
duire, en outre des dérivées partielles du premier et du second 
ordre p, q, r, s, l, celles du troisième que je désignerai ainsi 

rl'z r / 3 3 d'z d'z 

8 ~ .-/.r 3 ’ " - dy' * - dx dj -» ’ 1 “ dy * ' 

Cela étant, et sans répéter ce qui a été dit tout à l’heure à 
propos de la. sphère, j’écrirai immédiatement ces relations 

iix--btïy , -+- a’z , -h a bj z 4 - a. b'zx -r ib’xy -t-acx+ ar/t -t- ac*; 4 -</ = o, 
(b . r -+- by 4- a’ z 4- c ") p 4- nx -h b” y 4- b z 4- c o. 

[b x by -t- (C z -i- c”) q 4- b" x 4- n'y 4 - bz 4- r' = o ; 

puis celles-ci, qui contiennent les dérivées du second ordre, 
et où je fais, pour abréger, 

1 /tfF . . , 

'*> = — — r= bx 4- by 4 -(i :+ c , 

. 2 f/; J 

savoir 

«r 4- c /"/; 3 4- 2 b '/) 4-0—0, 
w t 4 - 4 - bp 4 - b'q 4 - b’ =■ o, 

oit 4- o"c/ , 4- •xbq-¥- a' — o. 

e n tire, p ar | a différentiation, ces quatre dernières 
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équations, où entrent les dérivées partielles du troisième 
ordre, et qui ne contiennent plus que les coefficients a", b, 
b', c" sous forme homogène, 

u g -+- 3 [n*/j +//)r= o, 
w// -+- ( n’i/ -+- b) r -i- 2 ( a’ p -+- b' ) .« — o, 
i»A --t- (n’p ■+■ b')l -i- q ■+ b) s ~ o, 

«/-+- 3 («"17 -t- b)t = o. 

Voici la conséquence remarquable à laquelle elles con- 
duisent; deux d’entre elles donnent 

« p -+- b 5= , a ri -h b = — — i 

3 r 3/ 

et, en substituant dans les deux autres, la quantité w dispa- 
raîtra comme facteur commun, de sorte qu’au lieu d’une 
seule équation de condition entre x et_r, nous obtenons les 
deux suivantes (*) 

3 hrt — /r 1 — ag-.ïf ~ <», 

3 Art — gt 1 — ilrs = o. 

Mais, en même temps, les inconnues a", b, b', c", entre 
lesquelles on n’a plus que deux équations, et par suite tous 
les coefficients de F(X, Y, Z), s’exprimeront en fonction li- 
néaire et homogène de deux indéterminées X et p, de sorte 
qu’on doit poser 

F(X, Y, Z) = ).<t> -t- «<!•,, 

où 4> et <!>, sont des polynômes entièrement déterminés. 
Il s’ensuit qu’en un nombre fini de points de la surface 
z — f{x,y) , et non le long d’une ligne comme on l’avait 
d’abord présumé, nous obtenons un faisceau de surfaces, au 
lieu d’une surface osculalrice unique du second degré (**). 


(*) Elles expriment, comme on le vérifie aisément, que le polynôme du troi- 
sième degré g/. 9 -t- 3 A x*-+- 3 k 1+- 1 est exactement divisible par r A* -+• 2 s À -f: t. 

(**) Il est remarquable qu'on trouve des lignes en appliquant cette théorie aux 
surfaces du Iroisième degré; ces lignes sont les 27 droites situées sur ces sur- 
faces. 
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DE LA COUBB0BE. 

Lette iliéorie, qui se lie naturellement à celle du contact 
géométrique, a une portée beaucoup plus étendue, et nous 
nous bornerons ici à en donner les principes les plus simples, 
sans entrer dans les résultats si importants obtenus depuis 
Euler sur la courbure des surfaces et des lignes tracées sur 
la sphère ou sur une surface quelconque. Je renverrai, pour 
l’élude de ces belles questions, au premier volume du Traité 
de Calcul différentiel et de Calcul intégral de M. Bertrand, 
et, en me limitant à un petit nombre de points fondamentaux, 
je considérerai successivement les courbes planes, les courbes 
dans l’espace et, en dernier lieu, les surfaces. 


Courbes planes. 

I. La courbure que l’on regarde comme une notion géomé- 
trique première et irréductible s’oITre sous son aspect le plus 
simple en considérant le cercle; on dit en effet que, pour 
celle ligne, la courbure est uniforme et la même en tous ses 
points. Mais elle varie d’un cercle à un autre, et si l’on envi- 
sage, pour fixer les idées, les cercles tangents à une même 
droite en un point, on observera qu’ils tendent, dans le voisi- 
nage de leur point de contact, à se rapprocher de cette droite 
quand le rayon augmente; on dit alors que la courbure di- 
minue, et c’est ce qui amène à introduire dans le calcul la 
notion dont il s’agit, en lui donnant pour mesure dans le 
cercle l’inverse du rayon, c’est-à-dire la plus simple des fonc- 
tions qui décroissent quand la variable augmente. Or on peut 
représenter l’inverse du rayon par l’angle de deux tangentes 
quelconques divisé par l'arc compris entre leurs points de 
contact, ce qui est une combinaison d’éléments géométriques 
susceptible d’être considérée à l’égard d’une courbe de na- 
ture quelconque. Nous nommerons ainsi ccrbure moyenne 
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d’un arc le quotient obtenu en divisant par la longueur de cet 
arc l’angle des tangentes menées à ses extrémités, et la limite 
de ce rapport, en supposant l’arc infiniment petit, deviendra 
en un point donné la courbure dont nous allons chercher l’ex- 
pression au moyen des coordonnées rectangulaires x et y de 
ce point. 

Soit l’équation de la courbe proposée y =f(x), s la lon- 
gueur de l’arc comptée d’une origine quelconque A (Jig. 20 ) 
jusqu’au point M, dont les coordonnées 
sont x et y, et a l’angle que fait en ce 
point la tangente MT avec l’axe des ab- 
scisses. En faisant croître x de sa diffé- 
rentielle, on passe du point M au point 
infiniment voisin M', l’angle «=MTx 
deviendra par suite M'Tx=x + dx, 
l’arc AM = j croîtra de or l’angle des deux tan- 

gentes MT etM'T', appelé l’angle de contingence, sera évi- 
demment M'T'ar — MTx = dx, etla courbure se trouvera ainsi 
dx 

représentée par-^» qu’il s'agit maintenant d’obtenir en fonc- 
tion de x et dey. De l’équation 


Fig. ao. 


7 

/f 


O T T’ 


lirons à cet effet 
on en déduira 


tanga 


dy 

(lx 


a = arc tang 


dr. 

Ùx’' 


dx -~ 



et, par suite, en prenant d’abord x pour variable indépen- 
dante, 


dx 


d'y 

d? 


dx 


d\Y 
dx 1 


ds 


['~(£;T tr V'" (£)’ H£)T 


Telle sera donc la courbure cherchée au point M; or, en 
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concevant un cercle ayant son centre situé sur la normale à la \ 

courbe en ce point, et dont le rayon soit déterminé par la 
condition 

I riz 

R = VV I 


sa courbure sera précisément celle de la courbe, et l’expres- 
sion de U en x et en y, savoir 


R — 





nous montre qu’on retrouve, sous un nouveau point de vue, 
le cercle osculateur. En effet celte valeur a été obtenue dans 
la théorie du contact, où elle a été déduite des conditions 


•*- a -+-(r— $) 


r-É)’=R’, 

dr 


tix 


(©’■ 




dont la seconde montre qtte les coordonnées du centre du 
cercle osculateur satisfont à l’équation de la normale 


( x-xK(Y-.r)g=o 


à la courbe proposée y=f(x). Nous avons aussi obtenu, 
page 1 15, lorsque la courbe est donnée par les équations 


l’expression plus générale 

R = 


(ï'+ rŸ 
•fl n' 


Voici deux formes analytiques importantes qui s’en déduisent. 

II. Supposons d’abord que la variable t soit l’angle polaire ta, 
de sorte que, p désignant le rayon vecteur fonction de cet 
angle, on ait 

x = p cos«, y=psinw. 
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Nous appliquerons la formule en parlant de la relation 

X -t- V y/— I = ? H- '!V- 1 = 

qui donnera, en prenant les dérivées par rapport à w, 

î' + v / -‘V= 

(S- “V- 

J'y changerai ensuite le signe de /—'i de manière à ob- 
tenir 

et je multiplierai membre à membre avec la seconde égalité. 
En formant alors de part et d'autre les coefficients de ^ — •» 
il viendra 

W-+V-f£f-» (£)'-* 

et, par conséquent, 

! ■ • et)' f 

.•If-O' V 


R = — rr 


La seconde forme du rayon de courbure se rapporte au cas 
où les coordonnées x et y sont données en fonction de l'arc s. 
Elle s'obtient en introduisant la condition 

>(*) = . 

dans l’expression générale, qui devient d’abord 

» J 

YY- Y Y 

On remarque ensuite que l’équation identique 

v") - WY + YYY= (Y y'- YYY 

donne 

t » + r=(+Y-*'tT. 
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à cause de la condition admise et de celle-ci 


qui s'en tire par la différentiation. Nous avons donc la formule 

dont je vais faire une application en cherchant l’expression de 
la différence entre la longueur d’un arc infiniment petit et sa 
corde. 

Je considère à cet effet les équations 

*• = ?(*)> .r = ♦(*). 

dans le cas où l’origine est au point de la courbe correspon- 
dant à 5 = 0, l’axe des x étant de plus une tangente et l'axe 
des j une normale, ce qui suppose 

dx dy 

Æ - = fW = , et s = ♦(*)= O 

pour 5 = 0. Les développements par la série de Maclaurin des 
fonctions <?(j) et «{/(s) seront donc 

(p — x “l— ox' + u ' é + . . . , 

•} (5) - bx 1 -+- AV-+-. . . ; 

et la condition 
c’est-a-dire 

( 1 -1- ms ■+• 3 a' s* -t - . . . )’ -1- ( a bx -+- 3 b'x* -+- . . . )’ = 1 , 

donnera, comme à la page i 3 ;, 

a z= o, 11' = — jè 1 , 

d’où, pour 5 = 0, 

*■*(#) + +■»(') = 4 **. 

Nous pouvons ainsi poser, en désignant par R le rayon de 
courbure à l’origine, 

il en résulte, pour la distance de cette origine à un point de 
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J. 


et, en supposant s infiniment petit, on a ce théorème : 

La différence entre un arc infiniment petit et sa corde est 
un infiniment petit du troisième ordre, à savoir le cube de 
l’arc divisé par 24 fois ' e carré de son rayon de courbure. 

Observons que cette différence, lorsque ^ = 0 (ce qui est 

le cas d’un point d’inflexion), ne serait plus du troisième, 
ni même du quatrième ordre, mais du cinquième. Plus 
généralement, admettons que l’axe des abscisses ail avec la 
courbe proposée un contact d’ordre n; il faudra, d’après !a 
théorie connue, que la différence entre l’ordonnée de la droite, 
qui est nulle actuellement, et celle de la courbe, c’est-à-dire 
précisément celte ordonnée y = ^(i), soit infiniment petite 
d’ordre n -+• 1, par rapport à s. On doit donc poser 


d’où 


(jr) = XV -t- XV 1 ■+■ . . ., 


et, par conséquent, 


<p(i) = s — 


2 (a// -+- 1) 


sans ajouter de constante, d’après la condition admise que 
l’origine des coordonnées correspond à la valeur s = o. H 
en résulte, pour x 1 ■+■ y 1 , l’expression suivante 


r’+/=L .V H- . . .T -t- (A V -t- XV* +. . . )’ 

J L »(»«•+- 0 J 


et, par suite. 


lék 1 
a/i -t- 1 


y /i’ + y 1 = s ■ 


a (a// ■+■ 1) 
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de sorte que la différence entre l'arc infiniment petit et sa 
corde est, dans le cas actuel, un infiniment petit d’ordre 

2/1-1- i . 


111. L’ expression du rayon de courbure dont nous venons 
de faire usage peut encore se tirer directement de la relation 

I t!x 

R = d~s' 

comme nous allons le montrer. 

J'observe, à cet effet, que les coordonnées x et y étant ex- 
primées en fonction de l’arc par les formules 

=?(•'). .*' = •}(*)> 


on aura 


dx , 

COSX = ~ - f [s) 


sinx 


dr 




ds 


f('), 


et ces équations, différentiées par rapport à s, donneront 


dx „ , dx ... . 

— sina— = «(.(), cosï y_ = y (a), 


ou bien 


ds 

R 




Or, en élevant au carré et ajoutant membre à membre, on ob- 
tient sur-le-cbamp 

jj-, = ?”(*) ■+■ fl4 

J'y joindrai celle-ci, dont il sera fait usage plus tard, savoir 


jp = ‘IV— -'/Y- 

Elle se démontre en observant que l’on a parla différentia- 
tion 

„ •/ yR’ 

* lt R 1 


Digitized by Google 



APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. I 5^ 

Ajoutant ensuite ces relations membre à membre, après 
avoir multiplié la première par — la seconde par 9", et 
employant la condition 


il vient en effet 


?? 


■w=< 


.1 w H 

Y 1 


t ir m 

Y V - 



R J * 


Remarquons enfin que les équations 


- TT = Y 


=-r 


déterminent les fonctions 9 et <j>, c’est-à-dire les coordonnées 
de la courbe, lorsque le rayon de courbure est donné en fonc- 
tion de l’arc s. On en tire, en effet, 

?" ■+■ v' - 1 v’ = ( y' ■+■ y/— 1 '¥ ) > 

ou bien 

— 1 

?'- V / -<-V R 

Or, le premier membre étant la dérivée de log(9'-f- \/ — 1 'j/j, 
on connaîtra celte quantité si l’on sait former la fonction pri- 
mitive de Supposons, par exemple, que R soit constant, 
nous aurons immédiatement 


lof? ( ÿ'-i- \/ — 1 y) 



C désignant une constante arbitraire qui peut être imaginaire, 



et que nous représenterons par logn-t-y — 1 j-- O11 en con- 
clut 

S- f-« 

?' H- y — |ij('=(If V K , 


et par conséquent 


v — tl co s - 


-jÿ-, = « sin — g- 
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La condition ç' 1 -!- ty'* — 1 donne d’ailleurs 
té = 1 , d’où a = 1 , 

log« étant supposé réel; quant aux fonctions primitives de 

s a . s -h a ,, ... 

cos — jr— et sin— -=- > elles sont évidemment 
n n 


H sin - 


— R co s • 


de sorte que l’on obtient définitivement, avec deux nouvelles 
constantes arbitraires, 

. s -4- a 

jc = -+- R sin — = h j- 

n 

n S+* 

V = - R cos - R — 

ce qui donne l’équation du cercle 

(x -*,)*+ (j- H*. 

Le cercle est donc la seule courbe dont le rayon de cour- 
bure soit constant. 


IV. A la théorie de la courbure se rattache l’étude du lieu 
des centres de courbure aux divers points d’une ligne donnée 
y— f(x), qui a reçu le nom de développée de cette courbe. 
Celle étude repose en entier sur les équations 




l-h 



(y- P) 



qui déterminent en fonction de l’abscisse x les coordonnées 
a et ^ du centre de courbure, et d’où l’on tirerait, par l’éli- 
mination de cette variable, l’équation de la développée. La 
première propriété que nous en déduirons consiste en ce 
que la tangente à la développée est normale à la courbe 
proposée. 

À cet effet, je considère « et en vertu des deux relations 
ci-dessus, comme des fonctions de la variable indépendante x, 
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cl j’indique la première, pour abréger, par 

F(x, 7, *, p) = o. 

En différenliant par rapport à x, on aura 

dF dF dr dF dx ^ dF dp 
dx~*~ dy dx dx tlx^~ dp dx 

Or la somme des deux premiers termes, éianl précisément 
la dérivée dans l’hypothèse de a et (3 constants, est nulle à cause 
de la seconde relation. En les supprimant, on obtient, pour 

la détermination du rapport 


ou bien 


dF dFdP 
dx dp dx 


dy dp 

dx dx 


o, 


d'où résulte, comme on voit, la proposition annoncée. 

La seconde propriété concerne la rectification de la déve- 
loppée. Ce qui s’offrirait alors naturellement serait d'exprimer 
en fonction de x les différentielles dx et </(3, en partant des 
valeurs 


a 


(d r y (dry 

dy l+ \dx) '^(dx) 

dx d'y ' ° * d'y ' 

ilx* dx 1 


afin d’en déduire la différentielle de l'arc \Jdx 1 -+- dfi‘. Mais on 
opère différemment; on introduit le rayon du cercle oscula- 
teur en tirant dx et d [ 3 de l’équation 

différentiée par rapport à x, et de la relation précédente 

dr d& . . dr x — a , , 

i -+- ^ = o, qui, en remplaçant ^ par — > devient 

[y — P)dx - ( X - x)dp - o. 

En effet si l’on supprime, dans la différentielle de l’équa- 
tion du cercle, les termes qui se détruisent comme prove- 
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nanl de la variation de x et / seuls, les autres quantités a, 
(3, R étant supposées constantes, il restera simplement 

(.r — a) tlx -t- — p) tlp — — R c/R, 

et l’on tirera des deux relations en dx et </[3 ces expressions 
trcs-simples 

. O- — 1 ... „ 6 — V 

ib. — - -= — f/R , dp = — f/R 

il H 

et, par conséquent, 

f/* 3 -t-4 s =f/R\ 

On pourrait même opérer plus rapidement, en élevant au 
carré et ajoutant membre à membre les deux relations 

(r —p)<b-(x—x)ftp = o, 

(j — a) f/a -+- (j’ — p) — — R f/R. 

Nommant donc 7 l’arc de la développée compté à partir 
d’une origine fixe, on aura 

th = ± f/R. 

Cela étant, supposons que, 7 croissant à partir de celle ori- 
gine jusqu'à une certaine limite, R varie toujours dans le 
même sens, et augmente par exemple, on devra prendre 

f/T = f/R, 

d’où 

î-ll-rC. 


Soient donc 7 , et R» deux valeurs simultanées quelconques de 
ces quantités, on aura 

*.= R.-t-c, 

et, par conséquent, 

T — t — R — R„. 


Mais si, dans une autre portion de la courbe, R, variant 
dans un autre sens, va, au contraire, en diminuant, on devra 
prendre 


et l’on trouvera 


th = — f/R, 


T — T, = R, — R. 


Ainsi la longueur d’un arc de développée, lorsqu’on sup- 
pose le rayon du cercle oscillateur variant dans le même sens 
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d’une de ses extrémités à l’autre, est égale à la différence des 
rayons qui correspondent à ces extrémités. 

Cet énoncé se modifie dans le cas, par exemple, où le rayon 
passe par un maximum p; soient alors R, et R, les valeurs 
extrêmes, l’arc de développée, se décomposant en deux parties 
représentées parp — R, et p — R„ aura pour expression 


•s - R,. 

Enfin, s’il s’agit d’une courbe fermée n’ayant aucun point 
d’inflexion, et dont la développée soit finie {') et fermée, son 
périmètre total sera le double de la différence entre la somme 
des rayons de courbure maxirna et la somme des rayons mi- 
nima, pour tous les points de la courbe proposée. 

La relation d<j'—d R 5 peut aussi s’obtenir comme consé- 
quence des égalités 

a = y — -J/R, p y 1 R 

données p. 1 16. On en tire en effet 


Ux 

d$ 


•VR — i'R, 


,ip 

Us 


■y 


v’R' 


y"R, 


et plus simplement 


Ux 

Us 


t 


/B'. 


à cause des relations 

■V ■»' 

r n T _ . .» ” 

R “ ? ’ R ‘ ’ 

établies p. 1 56 ; or on voit que la somme des carrés donne 
immédiatement 

Ux 3 +- Up 1 =T. f/R 3 . 

La géométrie enfin conduit facilement, comme il suit, au même 
résultat. 


(*) I>; rayon du cercle oscillateur devient infini en un point d'inflexion. 


parce que l’on a dans ce cas ï = o. 


jre Partir . 
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Considérons, en effet, deux tangentes infiniment voi- 
sines MT, M'T(yïg-. 21) à la courbe y =/(x), 
et soient M et M' les points de contact, MN 
et M'N les normales dont l’intersection en N 
détermine un point de la développée. L’hy- 
poténuse NT, commune aux triangles rec- 
tangles NMT, NM'T, est, aux infiniment pe- 
tits près du second ordre , égale aux côtés NM 
et NM'; car les angles en N sont infiniment 
petits. Donc ces lignes ne diffèrent elles- 
mêmes que d’un infiniment petit du second ordre; par consé- 
quent, en passant de M à M', l’accroissement de MN = R sera 
précisément la distance du point N de la développée au point 
infiniment voisin N', distance qui est l’élément da\ on a donc 
bien ds = </R, quand R augmente avec <x. 

V. Nous ferons une première application des résultats qui 

précèdent en considérant l’ellipse — -1- ~ ■ — 1 . A cet effet, il 

a 7 0 7 

suffit de rappeler qu’en posant 

x = a cos/, y=:èsinr, 

on a obtenu, dans la théorie du contact, p. 1 1 5, pour les coor- 
données du centre du cercle osculateur, les expressions 

a 7 — b 7 , . b 7 — ri 7 . , 

a= cos 3 /, 0 = — i — sur/. 

a 1 b 

Elles donnent immédiatement, en éliminant /, l’équation 
de la développée sous la forme 

{au) 1 * -r- (ip)i = (a> _i 3 )?. 

Soit en second lieu la cycloïde, qui est le lieu des positions 
d’un cercle roulant sans glisser sur une 
droite. Prenons cette droite pour axe 
des abscisses, pour origine le point O 
( fig . 22), où se trouvait, au commence- 
ment du mouvement, le point généra- 
teur du cercle mobile, que je considère 


Fig. 77 . 

v\ 



Oj P Q x 



V 'N 

i, 
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ensuite dans une position quelconque en M, de sorte que les 
coordonnées d’un point du lieu soient MP et OP. La distance 
de l’origine au point de contact Q sera égale à l’arc MQ par dé- 
finition, et, en désignant l'angle MRQ par t, par a le rayon du 
cercle, nous aurons 

0 Q = ai. 


Cela posé, si l’on mène MN parallèlement à PQ, on obtiendra 
évidemment 

MN = PQ = « sin r, RN = a cosr, 

d’où résulte 

x = OQ — PQ = a[t — sin/)= f{t), 
y = RQ — RN = 0(1 — cosr) = ■}(/). 


Ces expressions de x et y, au moyen de l’angle r, permet- 
tent de discuter la courbe qu’on reconnaît facilement se com- 
poser d'une suite d’arcs identiques à celui qui est donné par 
les valeurs de t comprises de zéro à 7 r. Elles conduisent aussi 
à une détermination facile des coordonnées du centre de 
courbure. Appliquons à cet effet les formules établies p. n 5 , 
savoir 


« = f + 


^y — fy ’ 




Vf — Vf 


En remarquant qu’on tire des expressions des coordonnées 
les valeurs 


d’où 


(),'= «(i — cosr), osinr, 

?"=flsinr, 4 , = ' 7COS, i 

= — cosr), Vf — Vf= — cosr), 


on en conclura sur-le-champ 

a = n(r -t- sinr), p = a( — i -+- cosr). 


Je dis maintenant que ces relations représentent la même 
cycloïde rapportée à d’autres axes. Changeant d’abord / en / -t- tt, 
ce qui n’altère point la nature de la courbe, il vient 


» = «7: -t- yr — sinr), p = — <1(1 •+• cosr), 


et si nous posons ensuite 

a = x -l- rtir, P = / — %a, 


I ( . 
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on trouvera, par rapport aux nouveaux axes, 


.r a[t — siiu), y — n(i — cos/), 

c’est-à-dire précisément les équations de la cycloïde proposée. 
On a donc ce théorème : 

La développée de lu cycloïde s'obtient en construisant une 
cycloïde égale, par rapport à des axes coordonnés parallèles 
et dirigés dans le même sens, liant l'origine est le point 
z — a 7:, S = — ?. a . 

NI. J'ajouterai encoie quelques remarques sur les rayons 
de courbure de ces deux lignes. En rapprochant d’abord la 
formule relative à l’ellipse 

H - 'a 1 sin’/ -t- //’cos 2 /) 1 

de l'expression de la normale, savoir 


K I l'-'YT T ^' lt 

on obtient la relation remarquable 

„ «‘N* N 1 

11 ^ ~jr p - 1 

où je fais, suivant l’usage, 

/,» 

-r=p. 

D'autre part, introduisons, à la place de t, l'angle 0 déterminé 
par la formule 

taneO = ' T iinr, 

c p 

nous aurons ces expressions plus simples 

N — —71 R = %■ 
cos 9 cos 0 

En joignant au foyer le point de l'ellipse dont les coordon- 




sin : r-t- 0' codt ) : , 
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nées sont .r = «cos/, ^*=6sin/, et considérant la normale 
au même point, 0 est précisément l’angle de ces deux droites; 

car le coefficient angulaire de la première est — ^ - S ' n - ^ — ? le 

r acost — c 

coefficient angulaire de la normale a pour valeur 

itr «sin/ 
tir ï> cos/’ 

et de là résulte bien 


tangfl = 


//sin/ a sin/ 

a cos/ — c b cos / «r — c 1 cos / 

T— _ ï SW 1 —i î 

«Z; sin'/ f/b— bc cos/ 

( a cos/ — c)6cos/ 


h 


sin/. 


A l’égard de la cycloïde, l’expression de la normale 
v / / f/rÿ 

h =- y \' + {,rr) 

conduit à ce résultat très-simple 


.. . / sin*/ / 

N = nii-'Cos/ a / i-t- A/isin-* 

' Y (l-COS /) 3 -A 

Si l’on calcule ensuite le rayon de courbure 

R 3 =r: (.r — a ) 1 -+- (y — fi) 1 , 

d’après les valeurs précédemment trouvées pour » et [3, qui 
donnent 

x — x — m sin/, 

* — p — a«(i — cos/1, 

on obtient 


R - 4" sin - i 
a 


d’où, par conséquent. 


R = iN. . 

Nous remarquerons enfin l’expression de la sous-normale 


Avant 


tir , , sin/ 

SN = r-j- — n i — cos / = n sin/. 

• dx ' ' i — cos/ 


x = a(/ — sin/), 
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on peut l’écrire de celte manière 

SN = at — x, 

et la figure qui a servi à trouver l’équation de la courbe 
montre que 

SN = OQ — OP = 1*0, 

de sorte que la normale à la cycloïde s’obtient en joignant le 
point décrivant du cercle mobile à son point de contact sur 
l’axe. 

Pour dernière application, soit 

x = «(cos/ -t- /sin/), y — «(sin/ — /cos/), 
ce qui donnera 

f = a(cost 4- / sin/), = «(sin/ — / cos /), 

f' = ai cos/, ÿ = «/ sin/, 

*’ = « ( cos / — /sin/), «(sin/ -t- /cos/), 

et, par conséquent, 

? ' J n-|" = « 1 / î , ♦V-ft’ = -«*/*; 


nous en conclurons 

a 

d’où 


«cos/, (3 = «sin/. 
a 3 -+- p- = «’. 


La courbe proposée a donc pour développée une circonférence 
de cercle; elle joue un rôle important dans la mécanique, et 
reçoit le nom de développante du cercle. 


Courbes dans l’espace. 

I. On nomme encore angle de contingence en un point 
d’une courbe dans l’espace l’angle « que font entre elles les 
deux tangentes menées aux extrémités d’un arc infiniment 

petit ds, et courbure la limite du rapport • L’inverse de celle 

quantité — représentera, en suivant la même analogie, le 
rayon de courbure ; nous allons en calculer l’expression. 
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Supposons toujours que la courbe proposée soit donnée par 
les relations 

* = ?(<)» T= +(*)» *= 0 (<). 

la variable t étant quelconque. Les cosinus des angles que fait 
avec les axes coordonnés la tangente au point (x, y, z) sont, 
comme on sait, 

dx dy dz 

a = d 7 ’ b = *' C = 1 G' 

Or, en faisant croître de sa différentielle la variable l, on 
passe du point considéré de la courbe au point infiniment 
voisin, et les cosinus des angles de la tangente avec les axes 
en ce même point sont évidemment 

fl' = o - h dn , b' = b -t- db , c' — c -+- de. 

L’angle de contingence, qui a été nommé u, sera donc déter- 
miné par la formule 

cos<*> — ~ «a' +- bb' -+- ce'. 

ou plutôt par celle-ci qu’il est préférable d’employer 

sinw = \_[cb ' — Ær') J -+- [ac ' — ca') ■+■ fin' — ai') 1 ]' 

= [( ctlb — b/lc) 1 -t- [ade — cdn ) 3 -t- ( bda — adb) 1 ] ‘ ; 

et comme le sinus est égal à l’arc aux infiniment petits près 
du troisième ordre, nous aurons 

o> — [( cdb — bile) 1 + ( aile — eda) 1 4- (bda — adb ) 1 ] 1 . 

Or, en différenliant a et b par rapport à t, on obtient ces 
valeurs 

d’yds — dyd , .t 


, rl*xds — dxd 1 s 
d “ = d? 


ds 1 


et nous en conclurons, après une réduction facile, 

l 1 jl dyd t x — tlxd , r (i!»'®"— ® '■\“)dt 
bda - adb - J. w i 

nous aurons de même 

,, . . dzd'y-dyd'z (Vÿ-W)dt 

edb-bde = . 

, , dxd'z — dzd’x 0'm")dt 

ade - eda = ^ 
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el, par conséquenl, 



M 



*'*• 


0 ")* 


■yvy + «V) , +(*V-Ÿ'7) , r 


C'est le résultat qu’on s’était proposé d’obtenir, et qui coïn- 
cide, comme dans le ras des courbes planes, avec le rayon du 
cercle oscillateur tel que nous l’avons obtenu, p. i?4, dans la 
théorie du contact en fonction de la variable t. Il devient plus 
simple, si nous supposons que t soit l’arc 5 de la courbe, de 
sorte qu’on ait les relations 

?'(.*) ï'(.r) -+• Y[s) 7U) -+- O'(jf) V(s)= o. 

En employant en eiïet l’identité dont nous avons déjà fait 

usage 

(0'^— •yO’J’-e («’O*- oy)* + (*Y- 

- (v'’o- y*- 1- o-kv" ■+■ y-*- v‘) YY- *- W)\ 


on trouvera 


K 


( V ' 3 (T) -+-*”’(*) + *”(')]'• 


Cette formule nous donne une conséquence importante, 
en employant les expressions des coordonnées établies 
pape 137, 


r ^ v _ i IP 


r- fie 


BV 


s =C.v’- 


l’origine étant un point de la courbe qui correspond à 1 = 0, 
le plan des xy étant le plan oscillateur, les axes des x et des y 
la tangente et la normale. Effectivement, on obtient immé- 
diatement, pour s = o, 

t/ n -+- y 1 -*- 5 ’ — = 4 B ! , 


de sorte qu’à l’origine, le rayon de courbure dans l’espace 
11 est autre que celui de sa projection sur le plan oscillateur. 
Enfin, nous aurons, aux infiniment petits près d’un ordre su- 
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périeurau troisième, 

\Z-r-' -i- r’ -+■ s’ — t/x* -+- v 1 = a — J BV -+- . . . — v 

‘X 4 K* 

romme pour les courbes planes. 

II. L’angle de torsion en un point d'une courbe dans l’es- 
pace est l'angle £ que font entre eut deux plans osculateurs 
menés aux extrémités d’un arc infiniment petit r/s; la limite 

du rapport < ~- = r est le rayon de torsion, que nous allons 

encore calculer en supposant la courbe définie par les rela- 
tions 

Partant à cet effet de l’équation du plan oscillateur 
A (X — Ÿ )-eB(Y -•{.)-«- C(Z — &)- o, 
où je fais comme précédemment 

a = vy- 

B - y'O" — Ô’ÿ", 
c — Y t V Y » 

je conçois que la variable indépendante t croisse de sa diffé- 
rentielle. Nous passerons ainsi du point {x, y, z) au point in- 
finiment voisin; l’arc s de la courbe, compté depuis une cer- 
taine origine jusqu’à ce point, croîtra de r/s; les coefficients 
du plan osrulateur deviendront 

A’ = A -+- r/A , B’ - B ■+• r/B, C' s= C -+- f/C, 

où les différentielles sont prises par rapport a /, et l’angle in- 
finiment petit nommé £ sera donné par la formule 

AA'-r- BB -t- CC' 

/A» +l) : + C ! v/A' a T“B' 7 +nC' 1 

Mais, comme à l’occasion de l’angle de contingence, je ferai 
usage de celle-ci 

- [( AB — BA* )*-<-( BC'— (CA' — AC') a ] a 

v/A’-e B’f-C 1 v/F'+B ,, + C" 
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I^O 

et il Tiendra, en substituant l’arc infiniment petit au sinus, 
divisant par ds, et remplaçant au dénominateur A', B', C' par 
A, B, C, comme on peut le faire, 

£ _i _ [( Ar/B — Bc/A) , -+- ( B <-/C — Cr/B ) 3 -+■ (CrfA — ArfC ) 3 ] 3 
ds~r~ ( A’ -+■ B 1 -f- C 1 ) ds 

Cela posé, nommons A le déterminant du système 

y y s' 

y y 6* , 

y y 0* 

et employons ces identités connues par la théorie des déter- 
minants, et qui se vérifient d’ailleurs immédiatement, savoir 

A rfB - B rfA = ASV/r, 

Bz/C — CrfB = A?'rfr, 

Cr/A — A (IC = Aiji'rf/, 
on en conclura immédiatement 

I Ay/®' : -+- h" dt A 

r ~ lA^B’-t- C')ds ~ A'+B’+C 1 ' 

C’est le résultat cherché, et qui donne en fonction de la 
variable t le rayon de torsion. En le rapprochant du rayon de 
courbure, savoir 

1 A 3 -t-B 3 -f-C 3 

R J_ (?"-+- +’*-!- 6’ 3 ) 3 ’ 

nous en tirerons la relation 

1 __ A 

RV“ 

Prenant donc, pour la variable t laissée quelconque jusqu’ici, 
l’arc de la courbe, de sorte que 

R 3 r sera le déterminant du système 

T'(') f( 4 ) S'( 4 ) ! 

y(s) y(s) #•(,) |, 

?”(') H 4 ) I 
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déjà considéré a propos de la sphère osculatrice, el qu’il con- 
vient de transformer de la manière suivante. 


III. Posons pour un instant 


G = ? " -t- y*-f- O”, H = W + 9'9", 
= H' = ÿ'ÿ" ■+■ 

G* = y' - 1 - 0"\ H'= f y+|'f + y 6”; 


on sait que le déterminant symétrique par rapport à la diago- 
nale 


G 

H* 


H* 

G' 


H’ I 

.. ! 


= GG'G"-+- aHH'H*— GIP- G'H' 1 — G*ll" 


H’ H G* 


sera précisément le carré de A. Or on a d’abord 


f”+f , + P=Gsi, 

d’où, en différenliant par rapport à s. 


En second lieu 


yV+f ^'-t-0'0’=U‘= o. 

r+r*-*- ° n=G '=p’ 


et, en difTércntiant de nouveau, on obtient 


? v+rr-*-8’ô"=H=-ip. 

Enfin l’équation 

y'y w -4- 4- Q f 0" — O 

donne 

t”+ +”-1- 9“'-h -h 0’6"= o, 

et il en résulte 


De là suit la relation que nous voulions obtenir, savoir 

, , R» 

R 4 r» - R’ R* R*’ 

et qui a d’importantes conséquences. 

La première , c'est que le rayon de torsion se trouve 
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exprimé au moyen du rayon de courbure cl de la somme 


+ *"*(») +0-(*), 

par la formule 

Nous en conclurons que les coordonnées d une courbe quel- 
conque dans l’espace élant, en fonction de l’arc, 

■r-MO, .*’= MO. * = ®(0. 

on a les trois équations 

^(0 + 'HO-+*«"(O = g-,» 

ri»i+ -no + no = ^ 


qui déterminent ces coordonnées lorsqu’on donne R et r, ainsi 
qu’on le verra dans le calcul intégral. J’y joindrai celles-ci, qui 
s’en tirent par des différentiations, savoir 


? y -+- W- »-0'ô* = o, 
?'?"•+• {-T-*- O'»”--- p . 


». w . 1 n 1 *w , an aw 

+Y ’f -H G O as 


? ? 




0'0 1V . 



0”0'Vr 
-H -f-J.’ -+- ô'9* = 



La seconde conséquence concerne le rayon de la sphère 
osculatriee à cette courbe. En le désignant par p, nous avons 
obtenu, page 1 35, l’expression 




0 m - ) — ( <j>'s m 


■ -y y + 8' 9'”)’. 
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Or, il suffira d’y remplacer A par yr^,* et les quantités 

<p" s -4- O'” 1 , <?'y m + WG" P ar * cs valeurs qui vien- 

nent d'être obtenues, pour en conclure celle relation simple 
ei remarquable, savoir 

S =-. R : -e r'R \ 

IV. Les expressions du rayon de courbure ei du rayon de 
torsion nous serviront encore à démontrer les théorèmes sui- 
vants, qui sont dus à M. Bonnet : 

La distance d'une des extrémités d’un arc infiniment petit 
au plan oscillateur correspondant à l'autre extrémité a pour 
valeur le cube de cet arc divisé par six fois le produit de ses 
rayons de courbure et de torsion. 

J. a plus courte, distance des tangentes aux extrémités d'un 
arc infiniment petit est égale au cube de l'arc divisé par 
douze fois le même produit. 

Effectivement, l’équation du plan oscillateur en un point de 
la courbe 

■ r -?(■«)> y --H*), * ~«(*) 

étant 

A (X - -+- B( V - yi -t- C(Z - 0) r_ o. 

la distance à ce plan du point correspondant à l’arc s -h h sera 
en valeur absolue 

D = A [ ?(■' + b) - ?( * n -t- »[■>(* +_/') — •{<(•«)] -s C[ 0( -T- // ) - 0(S )] 

Or, en développant en série le numérateur, on sait d’avance 
que les termes en h et /i’ disparaîtront, ce qui se vérifie 
d’ailleurs immédiatement, car ils ont pour facteurs les quan- 
tités 

Af'-t- BV -t- CV, Bi' -h CO", 

c'est-à-dire les déterminants 


y 

y' 

?" : 

I 

o" 

?" 


y 

•y 

. ! y 

Y 

Y 

1 6' 

«' 

0' 1 

1 0' 

6" 

r 
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où deux colonnes coïncident; et de plus le terme -jr sera mul- 
tiplié par la quantité 


Ay" -h B-r+C6"=: 


? ? ? 

•y y 

0 ’ 0 * 6 " i 


t « 

Y 


ce qui nous conduit précisément au déterminant A 
Ayant d’ailleurs 


i 

Wr 


K -= 

y/A J -+- 


Ii ! 


C 1 ’ 


nous parvenons sur-le-champ à l’expression cherchée 



Pour établir le second théorème, je rappelle qu’en général 
la plus courte distance <5 des droites 

X — x Y - y _ Z- z 
a b c ' 

X- Y -r* _ Z -s* 

«' 6' c' 


est donnée par la formule 

*= ï x. 

[(fie' — cb'Y -t- (co’ — ne')’ -i- [ab ‘ — &»')’}' 

où le numérateur est, en valeur absolue, le déterminant 

1 a a' x — x ' 
b b' . 

| c c' Z — s' 

Or, en considérant de nouveau les points de la courbe qui cor- 
respondent aux arcs s et * -t- h , les droites deviendront les 
tangentes en ces points, si l’on fait 

r='K f ). 2 = 9 ( t ). 

« = ?'(*). 6 = y{r), c = ô'(r), 
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i 7 5 


x ' = f(*-*-A), J'=4(i-I-A), *'= ô(.v -+- A), 
a> — ?V-*- A), b' — 'Y[s h), c' = 0\s -i- A). 

Développant en série, suivant les puissances de h, on ob- 
tiendra d’abord 

Ar’ — rA' = f9'(, +./,)_ + A) =_ AA , 

ca’-ac'^ 6\'(s + /,) — ? '0'(s + A) = - BA h-..., 

ab'- ba ?'+'(.t -+. /,) - (, 4- /,) CA-h. 

d où résulte, pour le dénominateur de d, en négligeant le carré 
de A, 

[ (br'~ cb'Y ■+- (en' — ne' Y ■+■ [ab’ — bn'Yÿ = A( A’ -h B ! -(- C 1 )’ = -• 

K 

Pour évaluer ensuite le numérateur, remarquons qu'on a 
identiquement, d’après les propriétés élémentaires des déter- 
minants. 


a a 1 

X — X 


, a -f- a . 

a a — u — « + j — .r 

2 

1 * >>’ y — y' 

— 

b b' b b + b 'h + Y- r ' 
2 J 

le c' 

2 - 2 ' 


„ , C c' . 

c c — C A -f- z — z' 

2 


et si l’on effectue, dans les deux dernières colonnes, les déve- 
loppements en série, on trouvera, en employant seulement le 
premier terme de chaque développement, 

?* h" r ?AV ?' ?" ?" 

n= f Af jjA’r f r r • 

9’ AS” la fl' fl» fl" 

Nous sommes donc encore ramenés comme tout à l’heure 

au déterminant £i= il en résulte 
r 


Digitized by Google 



i-j 6 


CALCUL DIFFÉREISTIKL. 


et, par conséquent, 


, A’ 


o 


laRr’ 


ce qui démontre le second théorème (*). 


V. Voici encore des résultats analogues aux précédents. 
Soient U, V et W les angles des tangentes, des plans oscula- 
teurs et des deux normales principales aux extrémités des 
arcs s et 5 -+- A; H et r désignant comme tout à l’heure les 
rayons de courbure et de torsion à l’extrémité de l’arc s, on 
aura 



, R 


A* 

24 R c ’ 


V 



* ds P [ I 

/ ~ I4 [ RV 


. f/’tRcr 1 

1 r ds' 


W =f 

ds 


-h r 

ds 


R 3 


t 

P 


!L 

24 


K"); 

R(R : -t- r*)’ 


en négligeant les puissances de A supérieures à la troisième. 
Dans le cas des courbes planes, la première équation devient 


-r 


' (fs 


pour toute valeur de A. De même, en considérant la distance // 
de l’extrémité de l’arc s -t- A à la tangente à l’extrémité de 
l’arc s, l’expression 


sin U — 


"P 

d/l' 


identiquement nulle à l'égard des lignes planes, sera, pour les 
courbes gauches, infiniment petite du troisième ordre par 
rapport à A, et l’on devra poser alors 


sinU — 


'!/> 

d/i 


71 R r 1 


aux infiniment petits près du quatrième ordre. 


(*) Voyez, pour la démonstration géométrique, le Traité de Calcul diffé- 
rentiel et de Calcul intégral de M. Rertrvnd, t. 1, p. 638. 
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VI. Après avoir expose, en général, ce qui concerne les 
notions géométriques nouvelles de la courbure et de la tor- 
sion, nous allons faire une application particulière des for- 
mules obtenues, en considérant l'hélice. On nomme ainsi la 
courbe obtenue lorsqu’on enroule le plan d’un angle sur un 
cylindre quelconque, de manière que l’un des côtés s’applique 
exactement sur la section droite. 

Prenant donc le plan de cette section pour plan des xy, il 
est clair que l’ordonnée z d’un point quelconque de l’hélice 
sera proportionnelle à l’arc s de la base du cylindre, compté à 
partir du sommet de l’angle. Nous obtiendrons ainsi ses équa- 
tions. en joignant à la relation 


les expressions, en fonction de l’arc, des coordonnées x et y 
de celte base, à savoir 

L’arc de cette courbe, que je désignerai par t, s’obtiendra 
donc par la relation 

du 7 = ( -f- J.” -h m 7 ) ris 1 = (1 -t- m 7 ) ds 7 , 

qui donne 

du = y 1 -1- m 7 ds. 


d’où résulte que l’on forme aisément les dérivées prises par 
rapport à a de toute fonction de s, u = f[s). Nous aurons, en 


effet, 


du ■' v 1 du v /7 


J». 


et, par suite, 


d 7 u f" (s) 
du 7 1 -+- m‘ ’ 


d 7 u 
du 7 ~ 


f m (*) 

(1 + m 7 ) 7 


Nous calculerons, d’après cela, les rayons de courbure et 

jr« Partir. ï 


Digitized by Google 



178 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

de torsion de l’hélice, donnés en général par les formules 


1 ( fl '- r \ 

3 

'dY\ 

2 i 

R 3 \ da 2 j 

H 

<da 3 J 



dx 

d'x 

d\v 


(fa 

(ta 2 

da 2 

I 

dr 

d 2 y 

d'y 

II 

(fa 

(la 1 

da 2 


dz 

d 2 z 

d'z 


(fa 

da 1 

da 2 


en écrivant 


I 1 



rf’rV 


R' ~ (i -t- m 3 ) 

'1 

A ) \ 

(h 2 ) 



| dx 

(l 2 x 

d 2 X 




(H 

'ds 2 

ds 2 


i 


i dr 

d 2 y 

d'y 


RV~ 

(i-t- /U 1 ) 2 du 

ds 2 

ds 2 




dz 

d 2 z 

d 2 z 




1 ds 

(U 2 

ds 2 


11 viendra ainsi 


t .. "2 i J.«2 

i ? +y 





R 3 (14-/H 

r 



, , 


1 . » _« 

V ? ? 

y y y 

= «i 

»'-r- 

-tTI 

R 3 r — (i -+- iif 

y 



t» -*■ 

m 2 ) 2 



ni o o 





Or, en désignant par A le rayon de courbure de la section 
droite qui a pour équations 

•* = ?(*). 


on aura d’abord 


1 „.”2 , 


et ensuite, comme nous l’avons établi page 1 56, 


i 


» f m » h „ m 

? y —y ? • 


On peut donc écrire 

R 3 = (i-t-//i 3 )’.a 3 , R 3 r = l 14 -" 1 ')' A 3 , 
' ni 


Digitized by Google 



APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. ing 

d’où 

R = (i + ///’)&, r='-±^A, 

' m 

et il en résulte ce théorème : 

En des points placés sur une même génératrice, la courbure 
et la torsion de l'hélice sont l'une et l’autre dans un rapport 
constant avec la courbure de la base du cylindre. 

Remarquons aussi les valeurs des coefficients de l’équation 
du plan osculateur, à savoir 

A = — — , i 

(i ■+■ m 1 ) 1 

B = ~ 

(.-H /«Y 

_ y y _ T y 

{I-+- //A 1 ) * 


Au moyen des relations, p. i56. 


elles deviennent 


A 



(i -+■ m 1 ÿ A. 


(i -+- m 1 )' A 


(i-wnYA 


et l’équation du plan prend cette forme simple 

£jj -5 = (X-*)t'-MY -y)y, 

où l’on reconnaît qu’il contient la droite 

Z=s, ( X — x) ç'+ ( Y — r) Ji' = o ; 


mais la seconde relation représente la normale à la base du 
cylindre, celte droite n’est autre, par conséquent, que la nor- 
ia. 
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male même de la surface au point 


X = .r, Y =/, Z = 2. 

En dernier lieu, voici les coordonnées du centre du cercle 
osculateur et du centre de la sphère osculatrice; les premières 
ont été obtenues, p. «56, sous celle forme 


« = J -h R 2 


d'x 
rfr’ ’ 




rf’t 

(h* 


y 



I 


rit un calcul facile donne pour résultat 


a = ? (.ç) — &(i -4- /n 5 )'K(0, 
P =+(«) -+-$.( l -+- »i 5 ) <j>' (,« ), 
7 — ms. 


Quant aux secondes, on voit aisément que les relations de 
la page i35 peuvent être écrites de cette manière 

a—% — rRR'A, b = p — / RR' B, r = y - rRR'C, 


et l'on en lire immédiatement les valeurs 

a — ff (s) — .R (l -h m* -t- w’) 1 '/(•«■), 

b = •{-(.?) -f- cR (i -t- ni')<f'[s) - 4UR'(i -i-m’)’ ■{•'(*). 

c — ms -+- <R.R v - ■ 


VII. En appliquant, ces formules au cas particulier d’un 
cylindre droit à base circulaire, elles montrent immédiatement 
que étant constant, la courbure et la torsion de l’hélice 
seront elles-mêmes constantes. Mais si l’on désigne par p le 
rayon du cylindre, les équations de la courbe étant alors 


s . s 

.v = p cos - » y = p sut - > z = ms, 
r P P 

cette conclusion était évidente à priori. Posons en effet, en 
remplaçant s par a -1 -s, 


, a. -t- s 

x = pcos , 

p 


y 


. a -t- s 

p sin , 

P 


z'= //i(a-t-.v), 
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on trouvera aisément ces relations 

x a 

x'= .r cos rsin - ) 

P P 

T* = . r sin - -+• r cos - , 

P ' P 

z' = ma -t- z. 

£11 es montrent qu’un changement d’axes ferait coïncider x ' . 
y', a' avec .r,/, z; par conséquent, les fonctions des coor- 
données qui conservent leur valeur quand on change les axes, 
et qui tiennent ainsi à la nature et non à la position de la 
courbe, sont constantes pour tous les points de l’hélice. 

Une autre conséquence de la supposition de «fl. constant, 
c’est qu’alors le centre du cercle osculateur et le centre de la 
sphère osculalrice coïncident, leurs coordonnées étant, d’a- 
près les formules précédentes, 

, .V , . ,f 

a = — lire cos-» o = — //rssin-» 7 = ms. 

P ‘P 

Le lieu de ces points est donc une hélice semblable à la pro- 
posée. 


SURFACES. 

I. En considérant sur une surface les sections obtenues par 
les plans qui passent par la normale en un point donné, leurs 
rayons de courbure en ce point varient suivant des lois simples 
dont la découverte, due à Euler, a servi de fondement à la 
théorie qui va nous occuper. Pour les établir, nous rapporte- 
rons à cette normale comme axe des 2 , et à des droites rec- 
tangulaires situées dans le plan langent au point considéré, 
l’équation de la surface proposée. 

De ce choix de coordonnées résulte, comme la remarque 
en a déjà été faite, que l’ordonnée 2 développée suivant les 
puissances de x et dey, parla série de Maclaurin, a celte 
forme : 

z = iix 1 -+- bxy-y cy 1 -t- dx 1 -*■ ex 1 y 4- fxy 1 -4- gy* -t-. . . . 
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Les théorèmes que nous allons démontrer supposent donc 
la possibilité d’un tel développement, au moins pour des va- 
leurs infiniment petites de x et de_r, et se trouveraient com- 
plètement en défaut en considérant, par exemple, la surface 
donnée par l’équation 

l'ordonnée z ne pouvant alors s’exprimer de cette manière {*). 

Cette remarque faite, nous procéderons comme il suit. Cou- 
pons la surface par un plan normal quelconque 

r = xlanga, 

et rapportons la courbe d’intersection «à deux axes situés dans 
FiR son plan, l’un étant la trace O-r, [fig. a3 ) 

du plan sécant sur le plan des xy, et 
l’autre l’axe des z. On aura évidemment, 
en nommant x , l’abscisse OP d’un point 
quelconque M de cette courbe, 

OQ = x = .r, cos a, 
l’Q = y — x, sin 7 

Quant à l’ordonnée MP, ce sera précisément le z de la sur- 
face, de sorte que la section aura pour équation dans son 
plan 

z= (ncos’a + écoszsinï •+- cBin’aJx’ -+- rfcos’axj 

les termes non écrits contenant des puissances de x, dont 
l’exposant est supérieur à a. 

Or il est aisé de voir que le rayon de courbure à l’origine 
a pour valeur 

p 1 _ 

a(« cos 2 a -i-ècosasina -+■ rsin 1 a i’ 

car, en supposant en général 

r=A.c’-hBx' + ... 1 

( * ) SliRRr.T, Court de Calcul différentiel et intégral, t. ï, p. 
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donne bien 


3 



dx' 



pour x = o; el voici les importantes conséquences qui ré- 
sultent de celte expression. 

Considérons l’équation 


ax 1 -+- bxy -+- cy 3 = i , 


qui appartient à une courbe du second degré rapportée à son 
centre; en prenant ce centre pour origine des coordonnées 
polaires, et faisant 


on aura 


■r = p cosa, y-=psina, 
p’focos’a-t-ésinacos-x-s-csin’a) = i, 


et, par conséquent, 

p’ = a R. 

Les rayons de courbure des sections normales, correspon- 
dant aux directions du plan sécant déterminées par l’angle x, 
varient donc proportionnellement aux carrés des rayons vec- 
teurs de celle courbe, qui a reçu le nom d 'indicatrice. Il en 
résulte qu’en un point d’une surface quelconque, il existe 
toujours deux plans normaux rectangulaires dirigés suivant 
les axes de l’indicatrice et donnant des sections dont la cour- 
bure est la plus grande et la plus petite possible. On les 
nomme sections principales de la surface au point considéré. 
Faisant ensuite application des propriétés élémentaires des 
rayons vecteurs menés du centre à un point d’une courbe du 
second degré, on a ce théorème : La somme des inverses des 
rayons de courbure de deux sections rectangulaires quel- 
conques est constante el égale à la somme des inverses des 
rayons de courbure des sections principales. 

La notion de l’indicatrice qui donne si aisément ces résul- 
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tais, découverts par Euler, est due à M. Charles Dupin , et a 
été présentée par ce savant illustre de la manière suivante. 

Considérons la section faite dans la surface par un plan 
parallèle au plan tangent z = h, en supposant h infiniment 
petit, section qui se projettera en véritable grandeur sur le 
plan des arrêt aura pour équation 

h = nx 7 -f- h.rr -v- r y - 4- r/.r 3 4-. . . . 

En remplaçant les coordonnées x et / par xqh, y \J h , on 
obtiendra une courbe semblable : 

U = (ûx ! -(- bxy -f- cy 7 ) h 4- (r/.r 3 ex' y ■+■ . . . )/i \fli 4- . . . , 
ou bien 

1 — ax*4- bxy-*- cy'+dx* fliy -, . 

dont la limite, pour h infiniment petit, donne précisément 
1 = ax 7 4- bxy+cy 1 . 

Je n’exposerai point ici les beaux résultats déduits de la con- 
sidération de l'indicatrice par M. Charles Dupin, et je remar- 
querai seulement que si l’on eût opéré de même à l’égard de 
la section par le plan z = — h, en remplaçant encore x et/ par 
x sfïi et y^h, le résultat eût été évidemment 

— 1 = nx‘ 4 - bxy+cy*. 

Par conséquent, lorsque l’indicatrice est une ellipse, l’une 
des deux équations représentant une courbe réelle et l’autre 
une courbe imaginaire, on a celte conclusion, que la surface 
est tout entière au-dessus ou au-dessous du plan tangent, dans 
le voisinage du point de contact. Si l’indicatrice est une hy- 
perbole, les deux courbes sont réelles, et la surface située en 
partie au-dessus et en partie au-dessous du plan tangent le 
traverse nécessairement. 

La théorie de la courbure des surfaces comprend encore 
la détermination de la courbure d’une section oblique, mais 
je me bornerai à cet égard à énoncer le théorème suivant, dû 
à Meusnier, que le rayon de courbe d'une section oblique est 
égal au rayon de courbure de la section normale qui a même 
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tangente, multiplié par le cosinus de l’angle compris entre les 
plans des deux sections. 

II. On nomme ligne de courbure d’une surface le lieu des 
points tels, que les normales infiniment voisins se rencontrent; 
condition qui s’exprime par le calcul de la manière suivante. 

Soit z = f{x,y) l'équation de la surface proposée; en faisant 



on aura, pour la normale au point [x, y, z), 

X — x+p('L — z) = o, Y — y +7 (Z — z) = o, 
ou, pour abréger, 

P = o, 0=o. 

Cela étant, la normale infiniment voisine, au point dont les 
coordonnées sont x -t- dx, y -+- dy, z + dz, aura pour équa- 
tions 

P + f /P = o, Q-w/Q = <>, 

r/P et dQ désignant, par rapport aux variables indépendantes 
x et y, des différentielles totales qui se présentent en cette 
circonstance pour la première fois. Cela posé, la condition 
d’intersection s’obtiendra en exprimant que les équations 

P = o. Q = o, 
d P = o, dQ = o 

ont une solution commune en X, Y, Z; mais les deux der- 
nières, savoir 

dx pdz — dp{ Z — ;) = o, 
dy-hrjdz — dq ( Z — z) = o, 

ne contenant que z, donnent immédiatement, par l’élimina- 
tion, 

dx -+- pdz dr -+- qdz 
~dj> " dq 

Et, si l’on remplace les différentielles totales dz, dp, dq par 
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flz = JTr ,IX % ,f r = P 1 ** idy, 


(, P = z r dx+ % d r = rdx + td r, 

ilq — dx 4- '-r dy — sdx -+- tdy. 


dx 


*tr 


la condition ne contenant plus que x, y et savoir 


'+P' + W-£ /"/->- (i + 7’)^ 


dy 

dr 


s + t 


dy 

dx 


donne l’équation différentielle de la projection des lignes de 
courbure sur le plan des xy. Cette équation est du second 

, \ dr , 

degre par rapport a il s ensuit qu ayant mene une nor- 
male par un point quelconque d’une surface, on peut tou- 
jours, dans deux directions différentes, passer de ce point à 
un autre infiniment voisin, pour lequel la normale soit dans 
un même plan avec la première. Je vais maintenant prouver 
que ces directions coïncident avec celles des sections princi- 
pales au point considéré. Supposons, en effet, que les axes 
coordonnés, dont la position est restée arbitraire, soient ceux 
dont il a été fait usage tout à l’heure, à savoir la normale en 
un point de la surface, et deux droites rectangulaires dans le 
plan tangent en ce point; le développement en série suivant 
les puissances de x et r de l'ordonnée sera 


s = nx 1 -f- bxy -4- cj' s -f- . . . , 

de sorte qu’on aura, pour x = o et y = o, 

P = o, 7 = 0, 

r = 2/7, s = b, l = 2 r. 

Il en résulte qu’à l’origine des coordonnées, les valeurs de 
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dy 

dx 


dépendent de l’équalion 


dr 

dx 


la + b 


<fy 

dx 


b 4- ic 


dy-' 

dx 


ou bien 




o. 


1 8" 


qui a précisément pour racines les tangentes des angles des 
axes de l’indicatrice 

ax 3 -+- bxx -+- ex 3 = i 


avec l'axe des abscisses. Tout point de la surface pouvant de- 
venir, par un changement d'axes, l’origine des coordonnées, 
on voit que la conclusion précédente est générale, et que la 
proposition annoncée est démontrée. 

Ce qui précède conduit encore à cette importante conclu- 
sion, que l’équation du second degré en ^ a toujours ses 

racines réelles et ne peut les avoir égales sans être identique, 
de sorte qu’alors la direction des lignes de courbure devient 
indéterminée. Pour le reconnaître directement, posons, en 
introduisant une inconnue auxiliaire^ p. 


, rfy , , , rfy 


dx 


r+ .v 


d’où 


dx 


dy 

s + 'Tx 


dy 


£ (P/*/ ~ ■' ) ■+■ [P( ' /'*) — r i = °, 


rfv , . 

stp(" 


/]-t-(p/x/ — J) = °, 


et, par conséquent, 

[p(i -+-/>’) — v] [p(i -+- q 3 ) - <] — (p/*/ - *)’ = o, 

pour l’équation relative à p. Or le premier membre est néga- 
tif quand on y fait 
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d'ailleurs, le coefficiem de p s étant 

( i -+• p 7 ) ( « -+- y’)— = n- />’-*- y 1 , 

il est positif pour p = ±oo , de sorte que les racines de l’é- 
quation du second degré sont réelles et séparées par les ex- 

r t 

pressions — jj-— el f ; • Elles ne peuvent donc devenir 
égales entre elles, qu’en prenant pour valeur commune 


r t 

I -i- p 1 i -+- t / 1 ' 1 

d’où la double égalité 

s r t 

fxj i p 1 i -t- <f 

. dy 

qui rend en effet identique l’équation en Les points de 

la surface proposée, dont les coordonnées vérifient ces rela- 
tions, se nomment ombilics, el on les caractérise encore en 
disant que l’indicatrice qui leur correspond se réduit à un 
cercle. On a déjà rencontré ces mêmes équations, p. 147. 
dans la théorie du contact, et nous savons par celte théorie 
qu'on peut, en chacun de ces points, obtenir une sphère oscu- 
latrice ayant avec la surface un contact du second ordre. Pour 
compléter ce rapprochement, revenons un instant aux axes 
coordonnés par rapport auxquels on a cette expression de a. 
savoir 

t = as 7 - 1- bxy -t- cy 7 -y il y 3 -1- ex 7 y . 


En supposant l’origine un ombilic, la sphère osculatrice tan- 
gente en ce point au plan des xy, el dont le centre sera, par 
suite, sur l’axe des z, aura évidemment pour équation 


d’où, en faisant 
cette valeur 


X ! -e y»-u(Z — R)‘ = R 2 , 
X = j-, Y = y, 

Z = R — y/R- x 7 -y\ 


où je prends le radical avec le signe — , afin qu’on ail Z = o, 
en supposant x et y nuis. Cela posé, les conditions du contact 
du second ordre à l’origine sont que les développements des 
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deux ordonnées Z et z, suivant les puissances de x et y, aient 
le même terme constant et les mêmes termes du premier et 
du second degré. Or, ayant 


V R’ - .r'- y* = R - 


.g» -+-.)• 1 


a R 


8 R' 


et, par conséquent, 


.r 1 -1- r 


a R 


on doit poser 


n.r* -f- b xy -+- ry s = — (.r 1 -4- y* ) 


Nous retrouvons donc la conclusion obtenue par des consi- 
dérations d’origine si différente, que l’indicatrice relative aux 
ombilics est un cercle. Maintenant on reconnaît de suite qu’ils 
existent sur l’ellipsoïde, et sont les points de contact des 
plans tangents parallèles aux plans des sections circulaires, 
car les sections des surfaces du second ordre par des plans 
parallèles étant des courbes semblables, l’indicatrice en chaque 
point est l’une quelconque des sections parallèles au plan tan- 
gent en ce point. 

111. Monge a découvert le premier que les projections des 
lignes de courbure de l’ellipsoïde sont des ellipses ou des 
hyperboles, par l’analyse que voici. Considérant l’équation 



on en lire d’abord 


P = 



7 = 


c-’.r 


e* {}■’ — tr ’) _ c‘ xy _ r’ [ x* — a 1 ) 

a* b 1 z? 1 ... /i 1 ~ 1 


7F? 




de sorte qu’en faisant pour abréger 

« J (F — r 1 ) n '(a’— 6 5 ) 

b‘‘\à‘ — c 1 )' — c ’ ’ 

il vient pour l’équation différentielle de la projection 

A XJ (Ê) + 1*’ ~~ Xjr ' “ B) % ~ xy = °’ 


Digitized by Google 



igo CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

On en déduit, par la différentiation, ce résultat 


{ 2XX - r ïr + **“ A ^“ B ) S + [ A (£)^'] (* ,£--’) = °’ 


et, éliminant entre les deux relations la quantité x 3 — Aj’ — B, 
on arrive à cette relation très-simple 


d'y 

r y dp 



= O. 


Divisant 


dy 

P ar *^’ 


elle devient 


d ’r <■/>• 

rtl 1 f/x I 

'<r .r x 

(lx 


O. 


Les trois termes étant des dérivées exactes, on en tire im- 
médiatement, en désignant par C une constante, 

108 è£+ 1 °g^- l0 «- c = 0 - 

d’où 

1 ydy 

C ~dx ~ X ' 

et par conséquent 

y 7 - Cx’-+- C'. 

Telle est donc la forme dans laquelle est contenue la rela- 
tion cherchée; et, en effet, si l’on substitue dans l’équation 
proposée la valeur de y, on voit qu’elle est identiquement vé- 

BC 

rifiée en posant C'= — , • La combinaison analytique 

qui a conduit au résultat n’est justifiée que par le succès; il 
semble en effet difficile de voir de quelle manière Monge y a 
été conduit, l’exposition de sa méthode commençant par ces 
mots, singulièrement obscurs : « Cette équation étant élevée, 
on doit la regarder comme résultant de rapports non linéaires 
établis entre les constantes qui complétaient les intégrales du 
premier ordre d’une équation différentielle d’un ordre supé- 
rieur. n ( Application de l’Analyse à la Géométrie, p. 142. ) 
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COURBES ET SURTACES ENVELOPPES. 


I. Une courbe étant donnée par une équation renfermant 
un paramètre a, savoir 

/(x, y, a) — o, 

le lieu des intersections successives de chacune de ces courbes 
avec celle qui correspond à une valeur infiniment voisine du 
paramètre est nommé \' enveloppe de la proposée. 

Son équation s'obtiendra donc en éliminant la variable a 
entre les deux relations 


«) = 0 , 

/(x, v, n -h ila ) = o. 

Mais on commencera par introduire la supposition de </a 
infiniment petit, avant d’effectuer l’élimination, en remplaçant 
le système des relations proposées par celui-ci 

/( x, y, «) = o, 

/(x, y, a -f- du) — /(x, y, a) 

du ~ ' 

dont la seconde donne immédiatement, dans la supposition 
faite, 

r, a) 

~ Via _ °’ 

Cela posé, concevons que l’on en tire 

» = ÿ(*. x), 

l’équation de l’enveloppe se trouvera représentée par 

/[■*. r- ?(■*■. J)1 = °. 

et il sera facile de conclure de là que l’enveloppe est tangente 
à chacune des enveloppées, en nommant ainsi les courbes 
«) = °- 
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En effet, on trouve en différentiant 


df df dy df f dy d < p dy\ 

d.r dy dx dy \c/x dy dx / ° 


I /» » Ç 

Mais -J ne diffère de qu’en ce que <p(x, y) y remplace a, 

iç 

et<p(.r, r) est précisément la valeur de a qui annule ; donc 

s’évanouit identiquement, et il reste 

df df dy 
dx dy dx 


C’est précisément la relation qui déterminerait le coeffi- 
cient angulaire de la tangente à la courbe enveloppée; on en 
conclut que les deux courbes ayant même tangente en leur 
point commun sont tangentes entre elles. 


II. La règle précédemment donnée pour la détermination 
des courbes enveloppes conduit à un paradoxe, si on l'ap- 
plique à l’équation résolue par rapportai! paramètre a, car la 
dérivée égalée à zéro donne la relation absurde i = o. Soit, 
pour fixer les idées, le cercle (*) 

(x_a)* +<r * = R», 

d’où l’on tire 

n = x ±y K : — y\ 

En prenant pour courbes infiniment voisines 

a — x -h v/R* — y 1 , 
a du — .r -+- j/R 2 — y*, 

on voit effectivement qu’elles ne peuvent se rencontrer, d’où 
l'équation contradictoire 1 = 0; mais la conclusion à tirer de 
là, c’est que l'on doit chercher le point de rencontre de ces 
deux autres courbes 

a = x -+- v/R 1 — y 1 , 
a ila = x — t/R' — y % 


( *) S ER R ET, Coors de Calcul différentiel et intégral , t. I, p. 3o8. 
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qui correspondent à deux déterminations différentes du radi- 
cal. Or on obtient ainsi pour résultat y' — R'=o, comme par 
l’application de la règle à l’équation non résolue 

(* — «)’ -e .> R’. 

III. Soit proposé de déterminer l’enveloppe de la droite 

xsinx — rcosx - /(*), 

où le paramètre variable est l’angle a que fait celle droite avec 
l’axe des abscisses. La dérivée par rapport à x donne 

XCOSX -l-j-sina ï=f'[ a), 

et en résolvant ces deux équations par rapport à x et y, on ex- 
primera en fonction du paramètre variable les coordonnées 
d’un point de l’enveloppe, qui seront 

x — /'(a)C0Sa -+-/(*) Sina, 

Y — /'(x) sina — /(a)cosa. 

Ces valeurs conduisent à une conséquence remarquable 
pour l’arc de cette courbe. On trouve en effet 

dx = [/"(a) -*-/(«)]cosa dx, 
dy = [/* ( a ) H- /( a )] sin a dx, 

ce qui donne d’abord, pour le coefficient angulaire de la tan- 
gente, 

dy 

tanga, 

comme on devait s’y attendre, la droite mobile que nous sa- 
vons être tangente à son enveloppe faisant avec l’axe des abs- 
cisses l’angle a. Mais ce qu'il importe surtout de remarquer, 
c’est qu’en faisant la somme des carrés, on trouve 

<lx' H- dy* = ds* = [/" ( a ) + /( a )] Va>, 

d’où, par conséquent, 

ds - ±[f{x)-t-f(a)]dx, 

le double signe devant être déterminé de manière que ds soit 
positif ou négatif, suivant que s croit ou décroît avec «. On 

l r * Partie. l3 
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voit ainsi qu’on obtient pour c/s une expression sans radical 
et conduisant à une infinité de courbes rectifiables, puisqu’en 
prenant pour f(x ) la dérivée d’une fonction connue, on aura 
immédiatement l’expression de l’arc s en a. 

Soit, par exemple, 

f[ a) =s — a sina COSa ; 


l’équation de la droite 


écrite ainsi 


x sm a — r COs a = — n sin a cosa, 


x y 

a co» a ii sin a 


montre que les segments interceptés sur les axes coordonnés 
sont les projections sur ces axes de la constante a. La courbe 
que nous allons rectifier est donc l’enveloppe d’une droite de 
grandeur a qui se meut en s’appuyant sur les axes coordonnés. 


Fig. 7i\. 


X 


a| 

\ 

A 

i\ 

y 

\ 

] 

7' " ’ 


et l’on aura d’abord, pour les coor- 
données d’un point M ( Jig . i/\). 


x — — a COS a, 
y = a sin 3 a, 

d’où, pour les longueurs des seg- 
ments MP, MQ, interceptés par les 
axes sur la tangente en ce poinl, 

MP = cl COS’a, MQ = «isin’a. 

et enfin pour l’équation en coordonnées rectangulaires 


x J -t- y*— a‘ . 


Quant à la différentielle de l’arc, on obtient 


ils — ± 3ci sin a C 03 a c/a, 

et en considérant la portion de courbe commençant au poinl A, 
pour ce — et qui s’étend dans l’angle des coordonnées po- 
sitives, jusqu’à la limite x — t:, nous choisirons le signe — , 
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puisque cosac est négatif dans cet intervalle. De cette ma- 
nière, s croîtra avec a, depuis la valeur zéro relative au 
point A, et l’on aura, d’après la notion déjà acquise de l’inté- 
grale définie, 

X * 

3«SinaCOSar/x. 

3 


Mais l’expression 


— 3flsinxcosx, 


et, en prenant C = 


3 a 
2 


, on voit qu’elle s’évanouira pour 


7 Z 



de sorte qu’elle représentera bien la somme des valeurs de la 

différentielle — 3« sin a cosa dx, à partir de a = Ainsi 
l’on a 

3w . 3 a 

v — — l — sur a | = — COS* a, 

2 ' 2 


résultat qui s’interprète géométriquement; car, d’après l’ex- 
pression donnée plus haut du segment de tangente MP, on 
voit qu’on obtient simplement 

V = AMP. 

IV. Je me bornerai à quelques mots sur les surfaces en- 
veloppes. On en distingue deux espèces : dans les unes, la 
surface enveloppée est définie par une équation 

f{ r,y, z,n) = o, 

renfermant un seul paramètre variable, et la courbe d’inter- 
section de deux surfaces infiniment voisines, correspondant 
aux valeurs a et a + da, est déterminée par les deux équa- 
tions 

«) — ». 

/(■*. r, =, « i- <i<’) = », 

■ 3. 
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ou, en opérant comme plus haut, par celles-ci 

/( x > Xt =>") = ». 
df(x. y, z, n) 
da ~ 

Or on démontrera, par un calcul tout semblable, qu’en 
tirant de la seconde équation a — o(x,y, z ), la surface enve- 
loppe représentée par 

/O,.*', =.?(•*•.. >, :)] -O 

est tangente à toutes les enveloppées. Effectivement, les deux 

coefficients ^ et de l’équation du plan langent sont donnés 
dx dy 

par les relations 

df df dz df / dy do dz \ _ 

djc + dz dx do \dx ~ dz dx ) 

df df (h df ftly dy dz\ _ 

dr dz dy dy \dy + dz dy) 


, df 

qui se réduisent, a cause de =o, a 


df dftte_ _ 
dx dz dx ’ 

df df dz _ 
dy dz dy 

Ces coeflicients sont donc ceux qu’on obtiendrait en cher- 
chant le plan tangent à la surface enveloppée /(*, y. z, a) = o, 
le paramètre a ayant la valeur numérique que prend ç( x ,.r, z) 
au point considéré. 

Soit, par exemple, le plan 

z = ax •+- <5>(n)y'-i-4'(a). 


La surface enveloppe résulte de l’élimination du paramètre 
variable entre cette équation et la suivante 

o-x-hf'(a)y-h^'{a); 

elle porte le nom de surface développable , et, en identifiant 
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l’équalion générale du plan langent en un point (x, > , z) quel- 
conque, 


Z- 

avec celle-ci 


/i[X-i) + ï (Y — /), 


Z = nX+ï(a)ï + !]/(«), 

nous aurons 


n= p , 

?(«) = y. 

•1/ (rt) = z — — r/ y. 


On en tire immédiatement, entre les dérivées partielles du 
premier ordre, la relation 

y = ?(>). 


qui est d’une grande importance dans la théorie de ces sur- 
faces; il vient ensuite, en diiïérentiant successivement par 
rapport à x et y. 


‘h 

ti.V 



J. -y (/O 


<!e 

f/y 


ou, plus simplement, 


et, par suite, 


— s'rt = o, 


si l’on élimine C’est ce qu’on nomme V équation aux 

différences partielles des surfaces développables ; elle montre 
qu’en chacun de leurs points, l’indicatrice 

{rX’-i- .tXY -+- \tY 7 = i 

est un système de deux droites parallèles, et il en résulte 
aisément que l’une des deux sections principales a un rayon 
de courbure infini. 

La seconde espèce de surfaces enveloppes se rapporte à 
l’équation 

J\ x ,y, z > <‘,b) = o, 

renfermant deux paramètres variables a et b, et s’obtient en 
éliminant a et b entre les trois équations 

/(•*./> î.°, b) = o, 

rlf df 

,la ~ °’ ,/b ~ 
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Alors la surface obtenue par ce calcul louche encore toutes 
les surfaces proposées, mais chacune en un seul point, ou en 
un nombre fini et limité de points; car, pour des valeurs 
données des constantes a et b, les trois équations ci-dessus 
ne donnent, pour z, qu’un nombre fini de valeurs, tandis 
qu’on avait, dans le cas précédent, une courbe de contact. 
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Formes indéterminées de certaines fonctions pour des valeurs 
particulières de la variable. 


Soit — * une fraction se réduisant à - pour x = «, de 

?(■*■) o 

sorte que l’on ait 

/(«) = ?(«) = «• 


La série de Taylor, limitée à ses deux premiers termes, 
donnant dans ce cas 


f(n -h h) = hf'[a h- O/i), 
y(rt ■+• h) — hy'la •+■ 9,/i), 

où 0 et 6, sont des quantités comprises entre zéro et l’unité, 
on en conclut, en faisant tendre h vers zéro. 


f{a -h h ) 
(« -+- !*) 




La valeur cherchée est donc le rapport des dérivées des 
deux termes de la fonction proposée. 

La démonstration précédente suppose évidemment la quan- 
tité a finie, mais on va voir que le résultat n’est point soumis 
a cette restriction. 


Faisons, en effet, * = -; la fraction proposée devient 


f M 

9 G) 


j et prend la forme indéterminée pour 7 = 0, ce qui 
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permet de lui appliquer la règle relative aux valeurs finies de 
la variable. Or on obtient de la sorte 


-M) '•(?) 


ce qui ramone précisément a 

fifX 

Il pourrait arriver que cette nouvelle fraction se présentât 

«le nouveau sous la forme ° ; alors on serait conduit, en ap- 

o 

pliquant la même règle, au quotient des dérivées secondes 

f"{a) 

?"(«)’ 

( (g | 

lieu, on obtiendra la valeur cherchée par le quotient : 1 

n étant l’ordre des premières dérivées des fonctions /(.r) et 

tp(x) qui ne s’annulent pas h la fois pour x — a. 

Considérons maintenant le cas où les deux termes de la 

{*( x\ . 

fraction — , sont infinis lorsqu’on y failx — a; on le ramené 
?(*) 

immédiatement au précédent, en écrivant 


et, en continuant ainsi de proche en proche, s’il y a 


?(•*) . 

/('■) 

Appliquant donc la règle, et désignant par A la limite cher- 
chée, nous trouverons 

— tV) 

, ÿ’(.r) ?'(x)/’(.r) 

A = lim — lim frp— * , , ; i 

ce qui conduit à l’égalité 

A = y lira 

J 1-0 
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d’où l’on conclut, quand A n'est ni nul , ni infini, 

A ./"("> 

?’(") 

C’est donc encore le rapport des dérivées qui donne la va- 
leur cherchée, et l’on va voir que la conclusion subsiste, si 
l’on suppose A = o. Considérant en effet l’expression 

«?(-*•) 

Ÿ (x) 

qui se présente aussi sous la forme ^ » et a évidemment pour 
limite la constante a, on trouvera, en appliquant la règle, 


et, par conséquent, 




o. 

? {■•'} 


x) 

En dernier lieu, si 1 —; — - devient infini pour x — a, la frac- 

o{ X ) 

tion inverse -——7 a pour limite zéro ; de sorte qu’on a, d'après 

/(*) 

ce qui précède. 


et, par conséquent, 


J’omettrai la considération de la forme indéterminée ox», 
comme se ramenant d’elle-même aux cas précédents de ° et 
de la forme 00 — 00 , qu’on peut rattachera 

= ~ ><*?(■*). 

et enfin de celles-ci 


car en posant 
on en conclura 


7 = /(x)ïW, 
iogr= ?(j-)iog/(x), 
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de sorte qu’il n’y aurait, dans aucun de ces cas, de question 
nouvelle. Voici maintenant l’application la plus intéressante 
à envisager; elle concerne l'expression 

•*" log.r, 

qui, en supposant n positif, donne, pourx = o, la forme 

, lot? X 

u Xco . Or, en l’écrivant de cette maniéré : — > on sera ra- 

X * 

00 , , , 
mené aux quotients — » et, en prenant le rapport des dérivées, 
00 

nous trouverons 


,r* 

■ — y 

n 


ce qui est nul pour x = o. 

t 

Considérons encore, pour x — o , l’expression ~^r’ ( l ul 


devient alors -• En posant 


d’où 


c 


x = ( — loge )" *, 
elle se ramène à celle-ci 


— - H = <(-logt) ï = (— <« logf ) 


t — log/) * 

Or on a ( = o, pour x = o, ce qui ramène au cas précédent, 
de sorte que la limite est encore zéro. Je cite cet exemple à 
cause de la remarque suivante de Cauchy. Formons les dé- 
rivées successives de la fonction 


nous trouverons 


f(x) = e 

I 

’ÏC x% 

/v) = V’ 

n*) = — ^r- 


4c 
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d'où il aisé de conclure qu’en général f M (x) se compose 


e * 

d’une somme de termes de la forme > n étant positif; de 

x " 

sorte que, pour x — o, la fonction proposée s’annule, ainsi 
que ses dérivées des divers ordres. Il en résulte qu’en appli- 
quant à cette fonction la formule de développement en série 
de Maclaurin , le reste seul paraîtra dans les résultats. En 
n’ayant donc pas égard au reste, les deux expressions 


F(x) et F(x) -+- e •>' 

sont données exactement par la même série; d’où l’on voit 
combien la condition de convergence est loin d’être suffi- 
sante, comme le croyait Lagrange, pour que la série 


F(o)^F'(o)+~F» 


représente F(.r). 

En dernier lieu, nous observerons qu’une fraction 


/(*. y) 

qui, pour x — a,y'—b, se présente sous la forme ”» est 


essentiellement indéterminée; car la limite, pour h — o, h =o, 
de l’expression 


b - 1- X ) 

^ a , b + 


,df , ilf 
d. r dy 


lorsque l’on aura remplacé x et y* par a et b dans les coeffi- 
cients de h et /r, en négligeant les termes d’ordre supérieur au 

premier, dépendra essentiellement du rapport Il est toute- 
fois un cas d’exception à cette conséquence; c’est lorsque l’on 
suppose 


df 

df 

£ 

dy 

dx 

dy 

. . dx 

dje 

d? " 


ou bien -rjt - 
df 

dy 

dx 

dy 

dy 

dy 


condition qui s’interprète immédiatement en considérant les 
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deux courbes f(x,y) = o, o(x, y) = o. En clVet, ces courbes 
sont alors tangentes entre elles au point représenté par le 
système des valeurs considérées x = a, y — b. 


Maxima et minima. 

I. On dit qu’une fonction/(.r) est maximum ou minimum, 
pour une valeur de la variable x = a, lorsque la différence 
f(a -F- / i)—f(a ) garde le même signe, h variant entre les li- 
mites — e et -f- e, où e est nne quantité déterminée, aussi petite 
d’ailleurs que l’on voudra. Le maximum correspond au cas 
où celte différence est négative, et le minimum au cas où elle 
est positive. Cela posé, on a, par la formule de Taylor, 

f(x -t- h)-f(x) = hf'(x) + £/■(. r -e b h). 

Or, on peut prendre h assez petit pour que le terme hf'(x) 
donne son signe au second membre; ce terme changeant de 
signe avec h, il en résulte que, dans le cas du maximum et 
du minimum, on doit avoir 

f'[x) ~ O, 

En désignant donc par x = a l’une des racines de cette 
équation, il viendra 

et si l’on suppose encore h suffisamment petit, le signe de la 
différence considéré sera déterminé par /"{«); ainsi, à la va- 
leur x~a correspondra un maximum ou un minimum, sui- 
vant que 

/"(«Ko, ou /"(«)>»• 

Dans le cas où l’on aurait à la fois f'(a) — o et f[a)= o, 
la formule de Taylor donnant 

/(„ .+. /,) —/(«) = —/"(«) 

on voit qu’il n’existera ni maximum ni minimum, à moins que 
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la nouvelle condition f m (n) — o ne soit remplie, et alors le 
signe de la dérivée quatrième servira, comme précédemment 
relui de la dérivée seconde, à distinguer le cas du maximum 
de celui du minimum. En continuant ainsi, on arrivera à une 
conclusion que l’on peut énoncer sous forme géométrique, 
comme il suit. Les points de la courbe y =f{x) auxquels cor- 
respondent des maxima ou minima de l’ordonnée sont ceux 
où la tangente, étant parallèle à l’axe des abscisses, a un con- 
tact d’ordre impair avec la courbe. 

II. Il peut arriver que l’on ail à déterminer les maxima et 
minima d’une fonction f[.r, j-), y étant lié à x par une équa- 
tion <p( j*t, y) = o; on posera alors 

df d£ dy 
dx tly dx 

et l’on tirera de la condition 
dx 

dy dy dy 
dx dy dx 

Or une conséquence analytique à remarquer, c’est qu’en 

éliminant ^ par la méthode du multiplicateur, on déduira de 

la combinaison 

df df dy . / dy dy dy\ 
dx dy dx \c£r dy dx ) °’ 

les équations 

df .dy df dy 

rfp- x rf? =o; 

d’où l’énoncé suivant : 

Les valeurs de x et y propres au maximum et au minimum 
de f(x,y), sous la condition y(x,y) — o, s’obtiennent en 
égalant à zéro les dérivées partielles, par rapport à x et y, de 
la quantité f(x, y) — X<p(x, y). 

Supposons, par exemple, qu’il s’agisse du carré de la dis- 
tance à l’origine des coordonnées d’un point de la courbe du 
second degré 

ax*- 1- ibxy -i- cy 1 = i, 
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on formera les dérivées partielles de 

x 7 + y 7 — Â{nx’-+- %bxy -+- cy 7 — i), 

ce (|ui donnera 

x — \[ax -i- by) = o, 
y — \(bx -+- cy)= o. 

Multipliant maintenant la première égalité par x, la seconde 
par r, et ajoutant, nous trouverons 

x’-t- y 1 — ).((u’+ abxy-h ry 7 ) = o. 

Or on voit, d’après l’équation de la courbe, que l’on a pré- 
cisément x 7 + y 7 = k; et cette quantité s’obtiendra évidem- 
ment en égalant à zéro le déterminant du système 

i — «X — b\ 

— //a i — c). 

Si l’on fait À= -» on retrouve ainsi l’équation 
s 


(s — a)(s — c) — b-~o, 


comme par la Géométrie analytique. 

111. Les ma\ima et minima d’une fonction de deux varia- 
bles indépendantes /( x, y) se délaissent encore par la con- 
dition que la différence 

+ ;■ + *)-/(■ r, J) 

garde le même signe, quelles que soient les valeurs positives 
ou négatives des quantités h et h, supposées suffisamment 
petites. Cela posé, on a, par le théorème de Taylor, 


f[x A, y -+- / ) ■ 


/(•*% X) 
d\f 


. df .<lf i , , 

= h - h 1 h 

dx dy -i dx 


H 


dx dy i dy * 


d\f 


de sorte que, pour h et k très-petits, le signe du premier mem- 
bre est donné par l’expression 
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La différence ne peut donc avoir un signe invariable qu’en 
posant 


dj 


<IJ 

dy 


Mais ce signe alors étant donné par le trinôme homogène du 
second degré 




,d\f 


a r ^ 


•i h / 


d\f 

tLc tir 


ar 


\-'-n( (l lL k d\f Vd\f\ 
) a \<Zr* 2 h dx dy /<’ <lj ! ) 


h 


il sera nécessaire qu’il ne puisse, en faisant varier ^ , passer 

du positif au négatif. Telle est l’origine d’une condition qui 
n’a point son analogue dans la théorie des maxima et minima 
des fonctions d'une variable, savoir 


d\f_ f r£ 
tU~ dy 2 


m>°- 


En la supposant remplie, la fonction sera un maximum ou 
un minimum, suivant que le coefficient de h 1 ou h'-, par 
d'f 

exemple le premier sera négatif ou positif. 

Ces résultats s’énoncent sous forme géométrique, en con- 
sidérant la surface représentée par l’équation z — f{x, y); on 
peut dire en effet que les maxima et minima de l’ordonnée z 
correspondent aux points de la surface où le plan langent est 
parallèle au plan des xy, et pour lesquels l’indicatrice est du 
genre ellipse. 


FORMATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 

Équations différentielles ordinaires. 

I. Des fonctions d’une forme compliquée conduisent sou- 
vent entre leurs dérivées à des relations simples qu’il est utile 
d’obtenir dans beaucoup de questions, et surtout s’il s’agit de 
les développer en série. Sous ce premier point de vue, nous 
nous occuperons de la formation des équations différentielles 
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en considérant d’abord l’expression suivante 


y- = (x -+- — i )", 

au sujet de laquelle Lagrange fait cette remarque qu'un des 
principaux avantages des fonctions dérivées est de pouvoir 
faire disparattre dans les équations les paissances et les radi- 
caux (* ). Effectivement, on trouve, en prenant la dérivée lo- 
garithmique 

y' n> 

3 ' \/x : — i 

d’où 

et, en dilférentiant de nouveau, il vient, après avoir supprimé 
le facteur y', 

>■*(.£* — i) -+- xy' — né y = o. 

Cette relation, ne changeant point quand on y remplace ni 
par — m, aura encore lieu si l’on pose 

/ = (■*■-<- A 5 — 7)'” = (x — v'x 1 — i)", 

et c'est de là que Lagrange a tiré une démonstration simple 
et facile des formules célèbres de Jean Bernoulli pour le dé- 
veloppement de sinni? et cosmo, suivant les puissances crois- 
santes ou décroissantes de sin 9 ou cos 9. On a, en effet, en 
faisant x = cos 9, 

1 cos m<f — (x -1- y/x 3 — 1 )"-i- (x — y/x 3 — 1 )”, 

■1 y/ — 1 sin w? = (x -+- y/x 3 — 1 ) m — (x — y/x 3 — 1 )", 

d’où l’on voit que ces diverses questions si importantes dans 
la théorie des fonctions circulaires dépendent toutes du déve- 
loppement suivant les puissances croissantes ou décroissantes 
de la variable, de la quantité qui satisfait à la relation 

/"(x* — 1) -4- xy ' — né y — o. 

Il suffit d’ailleurs de changer 9 en ^ — 9 pour introduire sin9 


(*) façons sur le Calcul des fonctions , p. i 3 o; 1801. 
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a» lieu de cosç, mais je n’entrerai pas dans le calcul de ce 
développement, et je me bornerai à donner les résultats sui- 
vants qui peuvént être souvent utiles. 


/ m 1 v. 1 n, i m — 31 , 

2 cos my = (a cos?)" — — (a cos<p)"~ ’h — - — - (2 cos y) 

m[m — 41 (m — 5 ) 


1.2.3 

m ( m — 5 ) ( ni — 6 ) ( m — 7 ) 
1 . 2 . 3 . 4 


2 COS y)” 1 '* 

(2 cos y)"'*— ...; 


— = (acos?)’"" 1 - 
sin? ' 1 


m — 2 , , [ni — 31 (/?f — 51', 

• — - — (acosy) 5 -f- 1 — (acos?) 


( m — 4 1 ( ni — 5 ) [ m — 6 ) 


1.2.3 


( a cos? 


3°, m pair, 

. — p m* , 2 ’) . 

cos/n? = (— i) 1 li — — cos’f h a 3 — -cos'? 

■ cos'ÿ J; 


2 . 3.4 

m 1 [m l — 2 * ) [ni* — 4 *) , 
2.3.4 .3.6 

4 °, m impair, 


aizjr f/t | //J* — 1 1 

COSCM? = (— I) J l/HCOS? r COS 1 ? 


L ' a - 3 

m(m t — O ( m 1 — 3’) 


cos‘? 


2 . 3.4.5 
iw ( m* — 1 ) ( m* — 3’ 1 ( ni 1 — 5’ ) 
a. 3. 4.5. 6. 7 

5°, m pair. 


cos’ <f -t-. . .J; 


m 


, m , (m t — a’) . 

cos m<f = 1 — — sm’? h j-y-j — sin‘ ? 


m > [m'‘ — a’K»»’ — 4 ’) 


2. 3 . 4. 3 . 6 


sin‘? - 4 -. ..; 


jf« Partie. 


«4 
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G°, m impair, 


Sinmy = m siny — 


/«{///’ — i) . 


a .3 


sur 


m[m 3 — i) ( m' — 3 ’) 
273.4.5 


7°, m pair, 

5 _ ..» ! 


f . m[m 3 — a*) . , 
sirwwy = cosy I /«siny ^ sm’y 


;»(/«’— 2*1 f /«’ — 4’) ■ . 
2^475 S '" ? 


-]• 


C0S//iy — cosy 


8°, m impair, 

f m 3 - 1 . , (/» 5 - 3 ’) . 

[> - 8ln ‘ ? - • 




II. Je considérerai en second lieu l'expression 


y = 


d"[x 3 — |)" 

r/.f” 


où le nombre n est nécessairement entier, et qui représente 
évidemment un polynôme du degré, à l'égard duquel je 
vais établir la relation 


y’(x 1) -1- a.r>-' — n{n -+- i)y = 0. 

Soit pour un instant 

* = (*’->)•, 

la dérivée logarithmique donnera d’abord l’équation 

z' _ MX 
Z X 3 — 1 ’ 

ou bien 

z'(x 3 — l) = 2 /IZX. 

Je prends maintenant les dérivées d’ordre n -+- 1 des deux 
membres, en faisant usage de la formule établie page 77, 
savoir 

»/*(/«>) d’n n d“~' a dv n(n — 1) d“~ 3 u il 3 1> d"v 

<lx* tlx " * **" 1 itx“~' dx 1 ,a djf 3 dx 3 U dx* 
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On trouve d’abord pour résultat 


fl "* 1 s 

dr^ 


d'*' z 


d“z 

d.x M 


= an 


Vd’+'z 

L dtr" 


x 4 - (n -+-i 



et il suffit de réduire, en posant 

d"z 
y ~ d*?' 


pour obtenir la relation annoncée 


d'y 

dx* 




')/ = 


o. 


L’expression de forme semblable 
d’-'U — 

Jr = SF? 


traitée de même, conduirait à l’équation différentielle précé- 
demment obtenue, savoir 


,d'r dy 
t) -d^^ x Tx-"^ =0 ’ 


et M. Liouville (*) a tiré de là une démonstration simple de 
cette relation découverte par Jacobi, savoir 


.3.5. .. fan 


<■/"-* ( i - .r J ) 

d.d-~ 


sin(n arc cos .r) 


III. La formation des équations différentielles s’offre sous 
un nouveau point de vue dans la question suivante : 

Etant donnée une fonction contenant n constantes arbi- 
traires A, B,..., L, obtenir une équation différentielle à 
laquelle elle satisfasse , quelles que soient ces constantes. 

Posons 

/ = /(*. A, B,..., L), 


Journal de Mathématiques pures et appliquées t t. VI, p. 69 . 


> 4 - 
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puis 


£ = /.(*, A, B,..., L), 

!£=/,(*, A, B,..., L), 

» 

££=/.(*. A, B,..., L), 


l'élimination de A, B,..., L entre ces n -t- i équations don- 
nera une condition de la forme suivante 


./ dy 

V r - * tir' 


d*r \ 


tljf / 


= o. 


Ce sera l’équation différentielle cherchée, et nous dirons 
qu’elle est du n l>m ‘ ordre, pour rappeler l'exposant le plus 
élevé des diverses dérivées de y qui y figurent. L’étude de 
ces relations est un des principaux objets du Calcul intégral, 
et, plus tard, on établira qu’entre certaines limites de la va- 
riable indépendante toute équation d’ordre n admet une so- 
lution dont l’expression la plus générale renferme n con- 
stantes arbitraires. Cette proposition donne ainsi le moyen de 
former à priori des équations différentielles dont on a la solu- 
tion complète, et en voici un exemple aussi simple qu’impor- 
tant. 

Soit 

y — \tf‘ -+- B -i- . . . Le 11 , 

où a, b,..., I sont des quantités déterminées; l’élimination de 
A, B,..., L entre cette équation et les suivantes 

A ne " 1 -+- B be * 1 h- . . . -f- L fc to , 

An’e"-i- B b’i**-*-. . .-t- L Pc'’, 


t(y 

ilx 

<l\Y 


f !lZ=z B If J* -+-... -h U"c u , 

dx 

s’effectue en considérant cette combinaison, où p, q,--., s 
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sont n facteurs indéterminés, savoir 
fl* Y il*' y d*~* y 

i dë*‘ h/> dx^' s ï = A(a"+/w"- | + în"-’+...-(-î)t'“ 

■+■ B p!f~'-h s)i* x 


-t- L ( pl*~' -+- ijl*~’-+-...-Y- s)e lÆ . 
En effet, si l’on pose, pour un instant, 

f(x) = x" + px*~' -+- qx*~*-Y-. . . -f- J, 

le second membre devient 

A/(n)r“+B/(i) C *'+... + L/(/)f , ' I 

et A, B,..., L disparaîtront en déterminant p, q,..., s par les 
conditions 

/(«)=°i f(b) = o,..., /(/) = o, 

qui donnent sur-le-champ 

f[x) = (x — a){x — b).. .{x — /). 

IV. Une autre forme analytique conduit à un calcul tout 
semblable, c’est l’expression 

j = A (x — a)” -h B (x — b)*' + . . L( x — l) m , 

d’où l’on tire, si l’on fait, pour abréger, 

«i, = m [m — i), m i = m (m — i) (m — a), . . . , 

£ Tx =A(x-«r l + B(*-A)-'-h...+ L(x-/r-, 

^ 'S = A (*■ “ + B (• 1 ■+- L (* - O" - ’. 

• • J 

^ = A(x — a)”-* -h B(x - b)"-’ L(x - /)""*. 

En posant, en effet, comme tout à l’heure, 

/(i) = j'+/io; M + yj lu, +..,+ j, 
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et employant ces identités, savoir 

/(")=/[ x — (* - «)]=/(■*)— — 7— /v)-*- — ■ ■ 


(- 




1 . 7. . . n 


<[b) = /[x - ( X - b ) ] = /(*) - ^ /’ (x) -I- /" (X ) - . 

' ' 1.2. ..J» 


j'en déduirai la combinaison 

/(x) ./“ y _ /'(x) j_ /"(x) ^ V 

/«„ </x" rfx" 1 1.2 r/x*-' 


(-«)• 




= A f[n)[x - 4 - B f(b) (x - b)— m ■+■ ... -F- L/(/) (x - /)*—. 

Or on voit que A, B,..., L disparaîtront encore dans le second 
membre lorsqu’on prendra 

/(x) = (x — o) (x — b ). . .(x — /), 

de sorte qu’en multipliant par le facteur 

m H = ni (ni — l).. .(ni — n -4- 1 ), 

nous obtenons pour l’cqualion différentielle cherchée 
fl x ) d " r w f'(x) 4—Z 

. |«-n+i|(w-» + »)„ l ./' , r 
Ti 3 

4~ ( 1 } _ n 1 / ( " ) ( x )j = o ; 

ou encore, si nous posons, pour plus de simplicité, 

m — // -t- 1 = — p, 

/(x) g- if( X ) e(j-r.i). r[x) plr . 

dx * 1 J v 1 (Le"-' 1 ,± J v ' 


f*(F — ” -+-Q 


1 . 2 ...» 


= ». 
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Équations aux différences partielles. 


I. C’est à l’égard des fonctions de plusieurs variables que se 
présente la question de la formation des équations aux diffé- 
rences partielles, c'est-à-dire des relations entre une fonc- 
tion z, les variables x,y,..., et les dérivées partielles des di- 

d 3 z 


Considérant d’abord 


. dz dz d 3 . 
vers ordres -r > ~r > -, — > —, — r 
dx dy dx 3 dxdy 

deux variables seulement, le premier point de vue sous le- 
quel nous l’envisageons est celui qui s’offre dans l’étude des 
cônes, des cylindres, des surfaces de révolution, etc. C’est en 
effet la définilion géométrique d’une famille de surfaces par 
lin certain mode de génération qui conduit à définir analyti- 
quement une fonction z de x cl y par le système de deux 
équations 

, . 1 ?(•*./, 2> A, B,..., L) = o, 

( K -r. y, z, A, B,..., L) = o, 


où entrent un paramètre variable « et un nombre quelconque n 
de fonctions arbitraires de a, représentées par A, B,..., L. 
Obtenir une équation aux différences partielles, à laquelle sa- 
tisfasse la fonction z, quels que soient a et ces n fonctions, sera 
donc la question analogue à celle qui nous a précédemment 
conduit à la formation d’une équation différentielle ordinaire 
d’ordre n. 

A cet effet, j’observe en premier lieu que les relations don- 
nées permettent de considérer x et y comme des fonctions 
de z dont les dérivées successives 


x' 

r' 


flx 



= dz' 

* -lïï' 

■ • • ? 

dr 

, d'y 


= 1rs 

r = ti ?' 1 



s’obtiendront, soit directement si l’on peut avoir x et/ ex- 
plicitement exprimés en z, soit parles règles relatives aux 
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fonctions implicites. Dans ce dernier cas, nous aurons d’abord 

(») 

puis 


(3) 


dy 

dy 

, (h 

d. k x 

+ dy 3 

+ Z/3- 0 ' 

d ’y , 

, d’y 

, ,Ky 

dx X 

+ dy 3 ' 

+ dl~ 0 ' 


d.c 


fly 


d*y 


x - 3 ^ + s 1 > t 


<h 


z/ J ? > » 
2 7—7- ■* r 
z/xr/y 


d'y ,, rf’? , </’? , rf’? 

-7 — 5 T *H — 7 — y X H ; — 7- J -t- , a — O, 

(ly* ^ r! r fit- // t . 1 


Tx x ^ d, 3 + 


dxdz 

rTj, 
clx 3 


//>-<&•' z/: 

— — x y 


dxdy 

d'ù „ z/’J. , z/’4- , z/ 5 A 

z£rz/s dydz 3 dz‘ °’ 


- 7^ 


et ainsi de suite. 

En second lieu, je remarque que 

2 =/(*./) 


étant la fonction qui résulte de l’élimination du paramètre a, 
on reproduira identiquement la quantité z si l’on y remplace 
x et j par les valeurs qu’on tire de la résolution des équa- 
tions (1), car autrement ce serait de deux relations conclure 
une troisième qui en serait distincte. D’après cela, et envisa- 
geant x et y comme fonctions de z, la première dérivée de 
l’identité obtenue donnera l’égalité suivante 


(4) 


dz 


dz 


7Ü X + d-r 3 '- I = °' 


la seconde et la troisième celles-ci 


(5) 


Tx x "^ 


dz 

dy 


y 


d'z 

dx 2 ' 


d'z 
! dxdy 


x 



(6) 


-x 1 

dx 


, dz „ 
h — T y 
dy 


V d'z 
1 1 Jlx* 


X X -h 


cPz 

dxdy 


lx'y'+y‘x’) 



d'z 
dx ' " 


dx'dy 


x"y’ 


d'z , „ d'z 
dxdy 2X3 ^ dy' 3 


.n, 


O, 


les quantités x', x ", x m , y', y", y" devant être remplacées 
par leurs valeurs en fonctions de z, ou éliminées au moyen 
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des relations (2), ( 3 ), etc. En continuant les mêmes calculs 
jusqu’à la dérivée d’ordre n, on parviendra à un système de 
n équations où les dérivées partielles de l’ordre le plus élevé 
seront évidemment 

d"z tfi d"z 

Th !■’ dx'-'dy'"' ïfy = * 

et, en y joignant les deux relations proposées, il sera possible 
d’effectuer l’élimination du paramètre a et des n fonctions 
arbitraires 

A, B,. . . , L; 

c’est le résultat cherché, qui est ainsi une équation aux diffé- 
rences partielles d’ordre n. Dans le cas le plus simple de n = 1, 
lorsqu’il n’existe qu’une seule fonction arbitraire, cette équa- 
tion aux différences partielles s’obtient immédiatement en ré- 
solvant par rapport à a et A les équations 

? (x, J, z, a, A) = O, 
l- (•*. J» z. “» A) = o. 

Ayant en effet 

a = 4>(x, j, z), 

A = H (x,/, z), 

il ne restera plus trace du paramètre ni de la fonction arbi- 
traire dans les relations (2) qui deviennent 


dV , cAt> , <•/<!> 

dx dy J dz 

dV , dv . dV 
Th x +Ty r ^~dz 


= 0, 


= 0, 


et le résultat de l’élimination de x' et y' entre ces équations 
et l’équation ( 4 ) est immédiatement donné en égalant à zéro 
le déterminant 


dz 

(t<t> 

dV 

dx 

dx 

dx 

dz 

f/*t* 

dV 

d~y 

<ty 

dy 

— 1 

dV 

dV 

dz 

Hz 
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II. Soit, pour premier exemple, les équations 

x = ms -t- a, 
ï — nz -4- A, 

qui représentent la génératrice d'un cylindre, nous aurons 


A = Hz 

,7T 0 1 

— l — m — il 


r/z , Ht 
= m 7 - 4- n -j- — l 
t/x il y 


l'équation aux différences partielles des surfaces cylindriques 
est donc 


La ligne droite 


ih Hz 

m — H n l = o. 

tlx ay 


x — x,= a. (z — z„), 

y— r. = A ( 3 -*.)- 


esl la génératrice d’un cône; on trouve alors: 


r-* t y -y» l 

“ [ *-*)■ (*-*.)’ I 

(•* “ ^ 7Tc + & -• v,) % ~ (s “ s,) 

= (T^r ’ 

et, par conséquent, pour l’équation aux différences partielles 
des surfaces coniques, 

(• r -' r .'x+ (y -y.) x. = 1 - v 


Les surfaces de révolution sont engendrées par la circonfé- 
;nce 

(x— X, )’-+-(/— r,) , + (s—ï,)= *, 
a. i -4- b y + r: = A, 
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ce qui nous donnera 


Tiï x “ 


a = rf* 


7 -J. b ' 




el par conséquent l'équation aux dilTérences partielles 

['■(/- + [«(*- ^)-r{x-*,)]^. 

= b{x — x,) — a{y — y,). 

Los conoïi/es enfin ont pour génératrice la ligne droite 

x — mz — p — a. (y — nz — '/)= o, 
a.r -+- by + r: = A, 

qui se meut parallèlement au plan fixe ax -t- by ■+■ cz = o, et 
rencontre la droite 

x — niz -+- p, 

) = «* ■+■ '/■ 

L’équation aux différences partielles se présente donc sous lu 
forme 

[x -mz-p)^-(nb+ f ^ ,7p + "] 

+ {j-nz — q) | mb -( ma + c) -= o, 

qui devient plus simplement 

, . >h ilz 

(x -„,z-p)-+ly-nz-,j) — = o, 

lorsque le plan fixe est celui des xy. 


III. La Géométrie donne encore d’autres exemples qui con- 
duisent à l’élimination de deux et de trois fonctions arbitraires. 
Soient, en premier lieu, les équations 

x — mz — p — A ( s — a), 
y—„z -q = B(s-a), 

représentant une droite qui rencontre dans toutes les positions 


Digitized by Google 



220 


CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


la droite fixe 

x = mz p, 
y= nz + q. 

Nous trouverons d’abord 


ï'= B -+- /?, y'= o, 

x' = A -+- ni, x"= o, 

et, observant ensuite que 

[y — »z— 7) A— (x — mz— />)B — o, 
nous en conclurons 


[y 1 — «)A — (x'— /h)B = o, 

et, en éliminant 

{y — nz—i/)x'—{x — mz — p)y'= m(y - 7)— n{x — p), 
ou bien 

vx ' — uy' = «r, 

si l’on pose, pour abréger, 

n — x — mz — p, 
v — y — nz — 7, 

«’ = m{y—t/) — n(x — p). 


Ayant d’ailleurs 


dz , tiz , 

7Ü X + Tyr='' 


il en résulte ces valeurs 


rh 

dr' 


dz 

dx‘ 


dz 
dr ' 


y — 


dz 

dy' 


dz 

7û‘ 


dz * 

- 7 -«’ 

dy 


et l’équation ( 5 ) de la page 216 donne l’équation aux diffé- 
rences partielles 



d'z r dz \ 

( dz \ 

d'z! dz V 

-t- a -, —r 1 « -+• y »V ) 
dxdy \ dy J 
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Elle se simplifie si l’on suppose ni = o, p = o, n = o, q = o, 
de sorte que la droite fixe soit i'axc des z, et devient 


d'z , d'z d'z , 

dï x +*7üïï- r x r + \ 7F-> ,= 0 - 


Les surfaces gauches à plan directeur ayant pour génératrice 
la droite 

ax -+- by-+- cz — a, 
x = Aj + B, 

parallèle à un plan fixe 


ax ■+■ by -+- cz = o, 

conduisent au calcul suivant. 

Nous aurons d’abord 


puis 


ax'-h b y' -h c = O, x' = A, 
x"=o, y’ = o, 

de sorte que l’équation (5) devient 


d'z . ,/’z 




>£z 

dr 


Cela étant, les deux relations 


donnent 


i ri dz dz i 

ax -h by =-c, ~ x '+-y' =l 


, dz 

0 -h C-r-C 

dy 

Tdl dï ^ = 

b a ~ 


az 

a H — r r 
dx ^ 

. r/z f/z ’ 

b a — 

«x fCr 


rfx !•/>• 

et l’on en conclut, pour l’équation aux différences partielles, 

d'z (, dz \ 

<lx' dy C ) 

_ d'z l , . dz \ ( dz \ d'z ( dz V 

Lorsque le plan directeur est le plan desjz, il faut suppo- 

z 

ser b = o, c = o, et l’on a simplement ^ = o ; résultat évi- 


Digitized by Google 



222 


CALCUL DIFFÉREXTIEL. 


dent à priori, l’élimination de a donnant pour z un binôme 
du premier degré en/. 

Ce sont enfin les surfaces réglées dont la génératrice a pour 
équations 

j- = Aa-t-B, y = xz -+- C, 

qui serviront d'exemple d’élimination de trois fonctions arbi- 
traires. Or, avant dans ce cas 

x’= A, x"—o, x m — o, 

y — a > y — °» y — °i 

les équations ( 5 ) et (6) de la page 216 donnent sur-le-champ 

d'z A 5 tl*t A d'z 
dx 1 a . 1 2 (Le tly a + dy‘ ~ °» 

d'z y d'z y jTz X (Tz_ 
iijÿ a J ^ 3 dx'tly x' + 3 dxdy* « rf, - " °* 

de sorte qu’en faisant pour un instant 

_ ^ f( ,l ‘ z V ,lH 

dxdy \ \dxdv / dx ' rlr' 

“ = 1 ,£f 

dx‘ 


l’équation aux dilférences partielles du troisième ordre sera 


d'z 3 
dx 1 “ 


, r/’s , 

*dx'dy 


, , '/ S s_ 

dxdy 1 W f/r 3 °‘ 


IV. La considération des surfaces enveloppes, où s’olfre un 
mode de génération entièrement différent des précédents, 
conduit en Analyse à définir une fonction z de x et y par 
deux équations contenant un paramètre variable a, et dont 
l’une est la dérivée de l’autre par rapport à ce paramètre 
(page 196). En désignant de nouveau par A, B,..., L, n fonc- 
tions arbitraires de a, ces conditions s’expriment ainsi: 

(0 /(•*■) J, s, *, A, B,..., L) = o, 

(.r, y t 2 , a , A, B, . . . , L) 

" dx 


et nous nous proposerons encore de former, entre la fonc- 
tion et les variables indépendantes, une équation aux diffé- 


Digitized by Google 



APPLICATIONS ANALYTIQUES. 223 

rences partielles qui subsiste quelles que soient ees fonctions. 

A cet effet, je conçois que x et y soient déterminés par 
les équations (i) et (2) en fonction de z, de manière à avoir 
toujours les relations obtenues page 216: 


dz , dz , 

+7T r r ~' = °' 

dz . dz , iPz d 

~T~ x — T ** — 7 — 2 3 -I- 2 
dx dy ' ,r 


dx‘ 


tlxdy 


(l^ Z 

d? y l=0 ' 


mais je procéderai différemment pour calculer les dérivées 
, dx , dy 

x = X en mettant a profit une circonstance 


importante qui s’offre lorsqu'on veut tirer de ces équa- 
tions les dérivées partielles ~ et Différentiant pour cela 


la première par rapport à x, en supposant a fonction de x, y, 
z, il vient 

df df dz df c/a 
dx dz dx c/a dx °’ 


ou simplement, d’après l’équation (2), 

df dfdz_ 
dx dz dx °’ 

et l’on obtiendrait de même 

df df dz _ 
dy dz dy °‘ 

Or nous n’avons plus dans ces relations les dérivées des fonc- 
tions arbitraires par rapport au paramètre, et nous en tirerons 
les quantités cherchées x', y',... exprimées au moyen seule- 
ment de A, B,..., L, en observant que par exemple, étant 

une fonction entièrement déterminée de x et y, que j’appel- 
lerai pour un moment $(x, y), on aura 

c/0 c/0 , c/0 , 

cTz = di x + df^' 
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d’où l’on voit qu’on devra écrire 


et pareillement 


(h 

(!)_ 




d'z 


dz 


ilxdy t ly ’ 


y 


D’après cela, en représentant les dérivées partielles du premier 
et du second ordre par p, q, r, s, t, comme page 79, afin d’a- 
bréger l’écriture, nous aurons, pour déterminer x’ et y', ces 
deux équations 


d\t 

ilx 1 


d\1 d\f 
dxdy ^ dxdz 


( d\f , d\f , d\f\ df. , 


d\f , d\f , d\f 
dxdy r dydz 


( d\f , d'f , d\f\ df. , .. 

^{iMzt+dPZr+dïP+tz ^**-')' »-°5 


et il est clair qu’en continuant de différenlier par rapport à z, 
on formera de proche en proche les dérivées de x et y jus- 
qu’à un ordre quelconque n — 1, avec cette circonstance 
que les dérivées partielles de 2 jusqu’à l'ordre n seront in- 
troduites dans leurs expressions. Il en résulte qu’en les sub- 
stituant dans les relations ( 4 ), ( 5 ), (6), etc. de la page 216, 
on sera conduit à un système de n équations entre ces déri- 
vées partielles et les quantités a, A, B,..., L. Nous pouvons 
donc, en y joignant celles-ci. 


/(•r. y» s, 3 , A, B,..., L) = 


df df 
dz + TTz^ 0 ’ 


df df 
ÏTy + Tz^ 0 ' 


effectuer l’élimination du paramètre et des n fonctions arbi- 
traires; c’est le résultat cherché, qui est ainsi une équation aux 
différences partielles d’ordre n. Nous allons en faire l’appli- 
cation à deux exemples tirés de la Géométrie, après avoir re- 
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marqué que les équations ci-dessus, en x' et y', jointes à* la 
relation (4) de la page ai6, savoir 

px’+qy '— 1 = 0 , 

donnent, par l’élimination de x' et y', la condition A = o, A 
étant le déterminant du système suivant 

d'f d'f df d'f d'f df 

p ' dP dFdz p + tz r ' 

d'f d'f df d'f d'f df 

q ' dxdy + dÿdz I, ^lTz*' dp ^ dydz 7 +dz‘ * 
d'f d'f d'f d'f 

~ ' ' dxdz + dz' P ’ dydz + dz ' 1 

Mais, si l’on ajoute aux termes de la première et de la se- 
conde ligne horizontale ceux de la troisième, multipliés 

d’abord par p et ensuite par q , on aura plus simplement 


en posant 


A = ift* - XZ, 


, d'f d'f 
x =^'d7di p - 
d'f 

dydz P ' 


1(1 = 


dx' 

d'f 


d'f ,df 

df' P+ dz r ' 

d'f d'f 


df. 


dxdy 


d'f d'f 


•Lcd 

d'f 


C= d?^^dPû q ^7lz q '+tz'- 


lÙ pq ^dz s ' 
df . 


V. Nous considérerons en premier lieu les surfaces dévelop- 
pables, enveloppes des positions d’un plan mobile 

z + ax + A y ■+- B = o, 
et nous aurons immédiatement 

X = r, ifi> = r, G = f ; 

d’où, par conséquent, l’équation aux différences partielles du 
second ordre 

s' — n — o, 


déjà obtenue par une autre voie, p. 197. 

Soit, en second lieu, les surfaces canaux, enveloppes des 
positions d’une sphère de rayon constant 

(x — A)’-t- [y - (2 - «)’= a', 

1" Partie. l5 
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dont le cenlre décrit une courbe quelconque. On obtient 
alors 

J X = l -+- p 7 •+• ( i — a) r, 

{Dî.= jmj +( z -z)s, 

{® = i + 7’-+-(* — 

et le paramètre « s’élimine au moyen des relations 
x — A -h ( s — a)/> = o, y — B -t- ( 2 — a ) .y = o, 
qui donnent, en substituant dans l’équation de la sphère, 

a 

\j i y; : -H q 7 

On obtient ainsi l’cquation aux différences partielles du second 
ordre 

a 7 (s 2 — rt) — a [(1 -+- q 7 )r — ipqs -+- (1 ■+• /> 7 ) /] yO ■+- q 7 

-4- ( I //-*- q 7 ) 1 = O. 

La relation générale dont nous venons de faire usage, à 
savoir 

DV — XS = o, 

peut encore se démontrer très-facilement comme il suit. Je 
reprends, à cet effet, les deux équations 

*) = o, 

’M*. 7. s » *)= », 

pour les différentier successivement par rapport à x et y, en 
supposant que le paramètre variable tiré de l’une d’elles en 
fonction de x, y, z, ait été substitué dans l’autre. Or on ob- 
tient ainsi 


r/o tlx th ily th riz 

— L . — - — n I L n L — 1 


r !l -l. Û n Q — — o f !ï X- ^ 

r/x ' riz * riz tlx ~ ’ t/y'*' d. 

et, en remarquant que le déterminant 


tlq dz df riz 

dz tlx ’ dz rty 

d \i dz rfy dz 

dz tlx' dz dy 
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s’évanouit, nous en concluons la relation suivante 


<h rh 


dy dz 1 


<!ï , < l 'i . 

,/,■ ,1-1 ’ 


= O. 


dx dz 1 ' dy _r ' dz ^ | 

Cela posé, prenons en particulier 

, > df df 

? (X, r, *»«)=^+às^ 

z , «0 = 


djr 


on en tirera immédiatement 


df df (Pf d’f (Pf af 

à+dïP= iü'+*-didiP+-â p + ± r 

df df d'j d'j 

d-y^Tz'l--^- 


*K>j 


dx dz ^ 
d\f , d\f 


dxdy dydz 

M M rP{ <Pf 
dÿ~ t "dz <l ~dÿ i ' ' 


T- P + 


(Pf 


dxdz ' 

d\f , 

77F? ‘ 


dydz 

et, par suite, l’équation cherchée 

lfi>* — JWG — o. 


(Pf df 
h dP ^ 
dj_ 

dz 


t = 


VI. Nous ne nous sommes occupés jusqu’ici de la forma- 
tion des équations aux différences partielles que dans le cas 
d’une fonction de deux variables. Considérons maintenant, 
par exemple, une fonction u de x, y, z, en la définissant par 
ces trois équations, où entrent deux paramètres «, (3 et un 
nombre quelconque n de fonctions arbitraires A, B,..., L de 
ces paramètres, savoir : 

?(•*. r» z > », p> A, B L) = o, 

+ (*1 X, 2 > «i Pi A, B,..., L)=o, 

6{x,y, z, k, a, p, A, B,..., L) = o. 

L’élimination des fonctions arbitraires s'effectuera par la 
même méthode que précédemment, et donnera pour résultat 

i5. 
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une équation aux différences partielles d’ordre n. La même 
conclusion s’obtiendra aussi en considérant les relations 


fi'*'* J » z * a > P> A, b ) — o, ^ — o, ^ — o ; 

mais elle n’a plus lieu si l’on pose seulement deux équations 
avec un seul paramètre variable, savoir 


?(■*, y, z. «, A, B,..., L) = o, 

■H-r, v, s, k, a, A, B,..., L) = o, 

car alors on peut former une équation aux différences par- 
tielles d’ordre n, représentant le résultat de l’élimination 
d’un nombre de fonctions arbitraires supérieur à n et égal à 

n ^ n 2 ^ ( l uanc ^ * e nom bre des quantités A, B,..., L n’est 

point compris dans cette formule, par exemple lorsqu’on le 
prend égal à 4, de sorte qu’on ne puisse pas obtenir une équa- 
tion aux dérivées partielles du second ordre, on parviendra, 
en introduisant les dérivées du troisième ordre, à plusieurs 
relations distinctes au lieu d’une seule. C’est là une circon- 
stance que présente souvent l'élimination des fonctions arbi- 
traires, et je vais en donner un exemple en considérant l’ex- 
pression 

où F,(«) et F,(e) sont deux fonctions arbitraires de u etc, qui 
sont des fonctions déterminées de x et y. Qu’on forme, en 
effet, les dérivées partielles du premier et du second ordre 
de z, on obtiendra six équations où entrent les quantités 

F.(«), F/(«), F,», 

F, (f), F», F s », 

dont l’élimination ne sera pas possible, en général. Mais, en 
s’élevant aux dérivées partielles du troisième ordre, on ajoute 
quatre équations en introduisant seulement deux nouvelles 
quantités F,"’(«), F, *"(«), de sorte qu’il deviendra possible de 
former autant d’équations du troisième ordre qu'il y a de ma- 
nières d’éliminer huit inconnues entre dix équations. On doit 
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donc avoir en vue principalement les formes analytiques où 
l’élimination des fonctions arbitraires donne lieu à une con- 
clusion précise, à une seule et unique équation aux diffé- 
rences partielles, et j’indiquerai encore celle d'Euler, savoir 

* = -t- ay) + V, (x-^by) F„(x -+-//). 

En faisant 

(x — «) (x — 6). . . (x — /)= x"-f- P JC -t - ijx m ’ > ■+...+ s, 
on trouve facilement 

d" Z fl" z il* Z il* Z _ 

dy* ? dxdy“~' ^ ilx , dy *~ 1 ~ h ' ' " **" S dx * 

Ainsi, par exemple, l'expression 

2 = F, (x -t- ay) + F,(x - ay) 
satisfait à l’équation 



qui s’offre dans d’importantes questions de Mécanique et de 
Physique. 
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PREMIERS PRINCIPES. 


Remarques préliminaires sur la notion d'intégrale définie. 

Les applications du Calcul infinitésimal à la Mécanique et à 
la Physique conduisent, comme la Géométrie nous en a précé- 
demment donné des exemples, à des équations différentielles 
ordinaires et aux différences partielles. Obtenir les fonctions 
satisfaisant à ces équations constitue une question importante 
autant que difficile, qui est l’objet du Calcul intégral. Cette 
nouvelle partie de l’Analyse présente ainsi, avec l’Algèbre, 
dont le but est la résolution des équations, une analogie dont 
j’indiquerai succinctement quelques caractères. L’existence 
même des racines, comme quantités réelles ou imaginaires, 
est le premier point à établir dans la théorie des équations al- 
gébriques, et l’étude des équations différentielles s’ouvre de 
même en démontrant que, sous certaines conditions, il existe, 
pour une suite de valeurs de la variable, une succession dé- 
terminée de valeurs de la fonction inconnue, qu’on peut ob- 
tenir au moins numériquement, quand on ne sait point for- 
mer analytiquement l’expression de cette fonction. L’Algèbre 
se propose ensuite de résoudre les équations par radicaux, 
ou de reconnaître l’impossibilité de ce mode de résolution, et 
celte recherche, en faisant découvrir la diversité de nature 
des racines des équations, a conduit à les définir et les classer, 
résultats importants qui sont le principal intérêt de celle 
science à notre époque. Or le Calcul intégral a de même 
pour but d'obtenir les solutions des équations différentielles 
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d’une espèce analytique donnée, ou de démontrer qu’il n’eri 
existe point de telles; et, dans le petit nombre de cas où elle 
a pu être abordée, cette étude a été féconde en conséquences. 

Elle sert, en effet, de voie naturelle pour arriver à concevoir, 
dans son sens le plus général, la notion première de fonction 
telle qu'elle s’offre dans l’Algèbre, pour reconnaître et carac- 
tériser divers modes d’existence des fonctions, et enfin pour 
conduire à l’origine d'une infinité de transcendantes, consti- 
tuant, par leurs propriétés, de nouveaux éléments du calcul, 
qui agrandissent le champ de l’Analyse, et ajoutent à sa puis- 
sance. 

La recherche des fondions ayant pour dérivée une fonction 
donnée, dont nous nous occuperons en premier lieu, est, à 
cet égard, d’une importance fondamentale; voici les premiers 
principes sur lesquels elle repose. 

I. Nous avons précédemment établi, p. 99, que l’aire de la 
courbe y=f{x), rapportée à des coordonnées rectangulaires 
et comprise entre l’axe des x, deux ordonnées correspon- 
dant aux abscisses x„ et x, et l’arc de la courbe, est la limite 
de la somme 

| /(• r .) -+- /( x . -+• </r) + . ..+/[*, + (#1 — 1) <ic] } dx, 

lorsqu’en supposant x — x, -4- n dx , on fait tendre ilx vers 
zéro, en augmentant indéfiniment le nombre entier n. Celte 

limite, représentée par la notation I f(x)dx et constituant 

J JC, 

ainsi une quantité entièrement déterminée lorsqu’on donne 
x, et x, a reçu, comme on l’a dit, le nom d'intégrale définie 
de f[x)dx, prise depuis x„ jusqu’à x, et sa propriété fonda- 
mentale est d’avoir pour dérivée, par rapport à x, la fonction 
f[x). Celte notion d’intégrale définie obtenue si rapidement, 
et par les considérations les plus élémentaires, sert de fonde- 
ment au Calcul intégral. Nous allons la compléter par les re- 
marques suivantes. < 

Rappelant d’abord qu'on a essentiellement supposé la fonc- 
tion f[x) réelle et continue, je dis en premier lieu que cette 
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condition de continuité entre les limites de l’intégration n’est 
pas nécessaire. Considérons en effet ( fg . 25), à l’égard de 

deux courbes différentes 

?=/[*), r = /,(*}, 

les segments contigus 

AMNB = I /{x)r/x, 

J OA 

/’OC 

Broc = / f,{x)<ix. 

Job 

L’aire formée par leur réunion, étant la limite de la somme 
des quantités /( x) dx, lorsqu’on suppose /(x) égal à f(x) 
depuis x = OA jusqu’à x = OB et égal ensuite à /^(x) depuis 

* == OB jusqu’à x = OC, pourra être représentée par l’expres- 
f oc 

sion / f[x)dx, dont la signification reçoit ainsi l’extension 
Joa 

annoncée. On aura pareillement la relation plus générale 

f f(*)dx = f f,(x)tlx- 1- f 'f t {x) (U + I "f h (x)l/x, 

*'- r » *'•*% Jx, 

lorsque la fonction/(x) coïncidera successivement avec_/l(x), 

/»(x) f«(x) pour les valeurs de la variable comprises entre 

les intervalles de x, à x„ x, à x,,..., x„_, à x„. Bientôt nous 
aurons l’exemple, qui s’offrira de lui-même, d'une expression 
analytique passant brusquement d’une suite de valeurs à une 
autre, et une théorie importante de Calcul intégral a précisé- 
ment pour objet de donner l’expression def(x) à l’aide de 
séries ou d’intégrales définies; mais, pour plus de simplicité, 
voici, en revenant au cas de l’aire AMNB -+- BPQC la remarque 
qu’il importe maintenant de faire. En supposant OA fixe et OC 
variable, on a la définition géométrique d’une fonction qui 
est manifestement continue, puisque l’accroissement de 
1 aire, même dans le voisinage de la valeur x = OB, décroît 
indéfiniment avec l’accroissement de la variable; or elle a 
pour dérivée une fonction toujours finie, mais discontinue. 


Fig. ï5. 
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C’esl un premier exemple montrant combien les fondions 
auxquelles donne naissance l’opération nouvelle d’intégration 
diffèrent de celles qui ont été envisagées jusqu’ici, et qui 
sont données par les éléments. 

II. Une autre remarque sur la notion d’intégrale définie a 
pour objet le cas où la fonction /{x), au lieu d’être constam- 
ment positive entre les limites x , et x, présente plusieurs al- 
ternatives de signes, de sorte que, par exemple, f[x) ail le 
signe -r de x„ à x,, le signe — de x, à x„ et le signe + de x, 
à x. On conviendra alors de poser 


/ .f[x)(lx=: f l f(x)<Lr-h I -+- f /(x)rfx, 

Jx. J x, Jx t Jx t 

et il est évident qu’en étendant de cette manière la première 
signification de l’intégrale définie, elle restera toujours la 
limite de la somme 

j/(- r .)-*-/( x - t - «tr) + ...-t-/[x,-4-(n — i)r/x]j</x. 

D'antre part, on a aussi admis que la limite supérieure x 
surpassait la limite inférieure : la considération de la somme 
des éléments permettra encore de supprimer celte restriction. 
Ayant en effet 

x = x, -f- n r/x, 

d’où 


on peut, en lui ajoutant le terme évanouissant f(x)dx, l’écrire 
ainsi 


[/>. ) +/(*. + — t —•)+-+ /(*. + ‘ ’ hr ) +-+/(')] £ t 


Or, en renversant dans la parenthèse l’ordre des termes, ce 
qui donne 

/( x ) J ~ X ’ ^j ~ f ~- • 

on voit qu’on a ainsi permuté les quantités x et x 0 sans chan- 
ger leur somme, mais alors le facteur — — change de signe; 
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et nous en conclurons, en faisant croître n indéfiniment, la re- 
lation 

j f[x)dx = —J'* f(x)dx, 

qui étend la notion de l’intégrale définie au cas de x<ix,. 

Si l’on connaissait sous forme explicite une fonction 9(2:) 
ayant f(x) pour dérivée, ce résultat serait évident. Sachant en 
effet que deux fonctions dont les dérivées sont égales ne 
peuvent différer que d’une constante, on peut écrire 



?(■*) -*-c. 


Faisant, dans cette égalité qui a lieu quel que soit x, x = x„ 
le premier membre d’après sa signification même sera nul, cl 
l'on aura 

°=?(- r .)-+-C, d’où C = -v(.r,), 

et, par suite, 

I f[x)ilx = <f(x) — ?(*,), 

J j, 

expression de l’intégrale définie qui change évidemment de 
signe quand on permute les limites. 

Nous remarquerons enfin qu’en supposant f(x) imaginaire 
et réductible à la forme f>(x) -4- \J—if(x), où les fonctions 
f,{x) et f{x) sont réelles, on adoptera l’égalité 


f f{x)dx= f f,[x)dx + f f,(x)dx, 
J x, J X, J X, 

et si l’on connaît une fonction 

telle qu’on ail 
et par conséquent 

?'.(*) =/.(•*). ?>( x ) =/(•*). 
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on en conclura 


calcul intégral. 


f f[x)dx= f ?',(x)r/x-t- \f^l I ÿ',(x)< Ix 
Jx, J x, Jx, 

= V r=r ^[Ÿ,(- i ) -?,{ jr .)]. 

et, par suite, 

/ /(x)f/x= ?(x) — ®(x„), 

Jx, 

comme pour les fonctions réelles. 

III. Pour donner une application de la remarque précé- 
dente, soit 

(x — 

/(x)=(x-rt) m et <({■*)= - i 


on aura, non-seulement pour des valeurs réelles de la con- 
stante a, mais en supposant a = x -i- J3 y — i , 

?'(■*) = /(*)» 

et on en conclut, par suite, 

J (x — a) m tlx = ^ t-C. 

Cette relation présente, pour m= — i , un cas d’exception 
donnant lieu à une remarque importante lorsque a est ima- 
ginaire, comme on l’a admis, car autrement on sait déjà 
que l’on a 

/ 7 ^ = re- 

considérons, en effet, l’expression generale des logarithmes 
des quantités imaginaires obtenue précédemment, p. 36, et 
qui donne, en supposant x réel, 

log (x — a — p y/— T) = log ^(x — z -h p* ■+■ (<p -i- 2 A Tt) /—T , 


l’angle o étant déterminé par les deux conditions 


vV— xf-hÿ 


cos 9, 




sin?, 


I 


« 
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et, par suite, renfermé dans l’expression 

— S 

arc tang — — » 
x — a 

ou encore dans celle-ci 


237 


T T 7 

- 4- arc tang 


On tirera de cette égalité 

r/log(x — a — 1) _ .r — a dy 1 

(x — a)’ ■+- p 1 </x ’ 

x — a 6 \/ — 1 


rie 


(x a) J -+-£>* (x — aj’-t-à 1 x — a_^ v /^T 

L’expression des logarithmes des quantités imaginaires, 
telle que nous venons de la rappeler, permet donc de poser 


f = = to 8 (x-.-p v ^I)+C; 

J x— a — pv'-i 

or ce résultat, joint au précédent, dans lequel je change m 
en — m, savoir 


/i 


rfx 


(x — n) 


(/« — 1) (x — «)- 


“ ■* _C > 


suffit pour obtenir l’intégrale de toute fonction rationnelle 
de x. Une telle fonction est, en effet, la somme de termes en- 
tiers comme Kx ", et de fractions simples de l’une ou l’autre 
G H 

de ces deux formes 1 » la quantité a étant réelle 

( x — af x — a 

ou imaginaire. Employant donc cette proposition, évidente 
d’elle-mème, que l’intégrale d’une somme de fonctions est la 
somme des intégrales de chacune d’elles, on en conclut que 
l'intégrale d’une fraction rationnelle quelconque sera com- 
posée d'un nombre fini de termes, tels que 


, . . Ax* +I 

A Je dx — > 

7 * 4-1 


/i 


G dx 
(* — «)" 


(m 


/ 

n r=-: et I = H logfx — a). 

— i)(x — a) m -' J x— a ov ' 
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Devant bientôt revenir sur cette question pour l'approfondir 
davantage, je passe à une dernière observation relative aux 
intégrales définies considérées en général. 

IV. Introduisons dans la différentielle f(x)dx une nou- 
velle variable, en posant 

*=F (9); 

elle prendra la forme 

/[ F(0)] F '(9) r/9. 

Cela posé, si, la quantité x croissant ou décroissant d'une 
manière continue de x, à x„ 0 varie toujours aussi dans le 
même sens, et qu’on ait 

■r.= F(U x, = F(9,), 

nous en conclurons 

f 7[F(9)] F' (9) r/9 = pf(x) <Lc. 

J 0 a J jc 9 

Cette nouvelle intégrale représente encore, en effet, l’aire 
de la courbe^" =/(x), considérée comme limite de la somme 
des rectangles obtenus en prenant pour abscisses des points 
de division de la base du segment, les quantités x, — F ( 0. ), 
x, = F( 9, -i- dO), x,— F(9,-t-2dQ),..., au lieu des abscisses 
équidistantes. Effectivement, il a été permis, sans altérer la 
limite de la somme, de remplacer dx, devenu variable, par 
F'(0)d9, qui n’en diffère que par un infiniment petit du se- 
cond ordre, et d’ailleurs on sait que tous les modes de décom- 
position donnent la même limite. 

On voit combien il est nécessaire de supposer la fonction 
F (0 ) essentiellement réelle, car ce que nous venons de dire 
n’aurait plus aucun sens dans l’hypothèse d’une substitution 
imaginaire. C’est seulement dans le cours de seconde année 
que de telles substitutions seront considérées, en traitant une | 

seconde partie du Calcul intégral qui a pour fondement la no- 
tion, donnée par Cauchy, d’une intégrale prise entre des li- 
mites imaginaires. En ce moment, il nous suffit de remar- 
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quer qu’étant donnée sous forme finie explicite une fonction 
^(0), telle qu'on ait identiquement 

/[F(0)]F(9)=J'(0), 

F(6) étant réelle ou imaginaire, il viendra, si l’on pose 
?[F(9)] = tf{9) 

et qu’on égale les dérivées par rapport à 0, 

?'[F(0)]F'(0) = /[F(Ô)]F'(9); 

d’où 

?'[F(0)]=/[F(0)], 

et, par conséquent, 

?'( x ) =/(■*)■ 

Ainsi l’intégrale indéfinie 9(x) sera elle-même obtenue sous 
forme explicite en substituant, dans .'/(O), l’expression de 0 
donnée par la résolution de l’équation x — F ( 0 ). 

Nous n’étendrons pas davantage ces remarques, et, en ré- 
servant pour le cours de seconde année l’ctude des cas où la 
fonction est discontinue en devenant infinie, nous arrivons 
immédiatement à l’importante question des procédés et mé- 
thodes d’intégration. Ces procédés, qui sont en petit nombre, 
bien que conduisant à des combinaisons analytiques multi- 
pliées, reposent sur des considérations extrêmement simples. 
Ainsi, l’un des plus importants consiste dans l’emploi d’un 
changement de variable, dont l’effet est de ramener l’intégrale 
proposée à une autre qu’on sait obtenir. Ayant donc une mé- 
thode d’intégration pour les fonctions rationnelles, nous nous 
trouvons conduits à énumérer et définir les expressions irra- 
tionnelles ou transcendantes, dont l'intégrale peut se réduire 
par une substitution à celle d’une fonction qui est rationnelle 
par rapport à la nouvelle variable. C’est l’objet des considéra- 
tions suivantes. 
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INTÉGRATION FAR SUBSTITUTION. 
Notions sur les courbes unicnrsales. 


I. Considérant en premier lieu les fonctions algébriques, je 
rappellerai d’abord qu’on a trouvé dans l’introduction, p. i5, 
qu'en faisant dans l’expression 

/[x, v/(x— rt)(.r — A)], 

où la variable et le radical entrent rationnellement, la substi- 
tution suivante 

b-nO > 
x — ET' 


le radical disparaît. On a effectivement 

»/(x-«Hx-i)= ■■ , _ > 

de sorte que l’intégrale 

/ /[** A* — ") ( x — 

devenant, par ce changement de variable, 



:w' 


(b — rt)9\ a(A — <r)9r/0 

,-ù 1 ) (i-e*)» ’ 


pourra être obtenue explicitement en 0. Nous en conclurons, 
si on la représente parrf(0), d’après la remarque faite p. 239 , 
qu’on a identiquement, la relation entre les deux variables 
étant ou non sous forme réelle, 

J y[x, tV- «)(* — l>)]rix= 


Soit encore l’expression 

/(x“, x*,..., x'), 

où je suppose les exposants a, b,.. I commensurables, et la 
fonction rationnelle par rapport aux monômes x *, x 1 ,. . x 1 . 
Les irrationnalilés disparaîtront en faisant x = 0", si l’on prend 
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pour m le plus petit multiple des dénominateurs de a, b,..., 
I, et l’intégrale 

J /(•**. *V.., x»)rfr 

est encore immédiatement réduite par ce changement de va- 
riable à celle d’une fonction rationnelle, à savoir 

Ceci s’applique en particulier à l’intégrale 

r.r*(a- f.p.ï*)Vx, 

qu’on peut ramener à la forme semblable, mais où les expo- 
sants m et n sont entiers, savoir 


J ' x m (a- 


■ bx"f/!x. 


Elle s’obtiendra donc lorsque p est un nombre entier positif 
ou négatif; mais, s’il n’en est pas ainsi, soit 


d’où 


a ■+■ b j? = z, 


-( ‘-T-'f ■ 


et, par suite, 


f *"[" + b*'Y'lx= — Ç ; 
J "b » J 


& [z — a) n 


' dz. 


Cette transformée pourra donc être déterminée si l’exposant 
m -t- 1 , . 

— - — de z — cl est entier. Ce cas n est pas le seul; on a iden- 
tiquement, en effet, 

■r" (n -t- bx"Y = [a JT" -+- b Y, 

et, en appliquant la condition qui vient d’être trouvée à l’inté- 
grale 


y* ’x*** («*-■•+■ bY<br, 


l r * Partit. 


16 
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, ... . . m ■+• np -+-i 

nous voyons qu on pourra 1 obtenir si ^ est en- 

tier (*). 

Dans ces exemples, c'est la forme même des expressions 
placées sous le signe d’intégration qui a conduit aux substi- 
tutions employées, mais il est aisé de reconnaître que la con- 
sidération directe des irrationnelles algébriques ne se prête 
que difficilement à la recherche que nous avons en vue. Ainsi, 
ce n’est pas en opérant sur l’expression suivante 

y~ V V- 1 '* x “ -+■ V-* 5 — x * , 

qu’on trouve la substitution 

30 


pour la réduire à la forme rationnelle 

30 * 

La considération de l’équation 

F (*>/)= 

qui sert de définition aux fonctions algébriques, en général, 
et dont le premier membre est un polynôme entier par rapport 
à la variable et à la fonction, ouvre, comme on va le voir, une 
voie plus facile et plus féconde. 

II. Soit l’équation 

Bjy""' + . . .-i- Kx" _ 'y -f- Lx" 

_ a ym-i . .-+- hx m ~ , y -+- Xx"' 1 , 

où A, B, . . . , L, a, b , . . . , h sont des constantes, et qu’on ne 


(*) On doit à M. TchebychelT d’avoir démontré que les conditions ainsi ob- 
tenues, comme suffisantes, sont nécessaires pour que l’intégrale 



a -h b jc" )P(lx 


soit exprimable sous forme finie explicite par les fonctions algébriques et lo- 
garithmiques, en supposant m et n entier! . 
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peut, en général, résoudre par rapport à jr; rien, néanmoins, 
n’est plus facile que d’en tirer x et y en fonction rationnelle 
d’une variable auxiliaire, car, en faisant y = Ox, nous en con- 
cluons immédiatement 

x ~ 0-'.k.. + L ’ 

et, par suite, 

a'/" -h b V +■ M 
Y ~ AG"'-+- L ' 


Si nous supposons, en particulier, 

j‘ — i ,i s -t- 3 a :jr = o, 

nous avons, en résolvant celte équation du troisième degré, 
l’exemple de l’irrationnelle qui vient d’ètre indiqué. 

Soit, en second lieu, 


( ky* ■+■ Bxy m, -t- ...-h Kx ’y-t-L x ") 1 

= (j-’-f- f 1 //+ va 3 )(rt; bxy m ~*- 1 -. . .-t- )*; 


la même substitution y—lx donnera d’abord 


X =vé/ 1 -i- fit -t- V 


at m - 7 4-i("' s +...+ h 


i~y — «r -, 

J = V< + P' 


A r 


- br-‘ -t- . . .-h lu 
Br , +...+ L ’ 


et, en supposant 

t 1 - 4- al -f- v — (l — x) (t — S), 

il suffira, pour obtenir une transformation entièrement ra- 
tionnelle, de prendre 

— *0’ 


Ainsi, dans cet exemple particulier 

(**+/’)* = **-/*. 

nous aurons d’abord 


X 


.. _ fy/i ~t‘ 


jr= - 


16. 
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Or, il serait beaucoup plus difficile d'y parvenir en partant de 
l’expression compliquée de y en x. Ces quelques résultats 
mettent sur la voie d’une recherche plus générale; étant don- 
née l’équation F(x, y) = o, dont le premier membre est un 
polynôme entier en x et/, nous nous proposerons de recon- 
naître s’il est possible d’exprimer x et y en fonction ration- 
nelle d’une variable auxiliaire. Ce sera ainsi résoudre, à l’é- 
gard des fonctions algébriques, la question que nous avons 
en vue, car ayant 

x = ? (0), y = ^(9), 

l’intégrale 



ou plutôt celle-ci 

^ /(x, 

J'[x, y) étant rationnelle en x et y, deviendra, par l’introduc- 
tion de la variable 0, 

//[?(«), *(«)]?'( 0 ) 

où l’on n’a plus sous le signe d’intégration qu’une expression 
rationnelle. Or, en suivant ainsi la voie du calcul, et faisant 
l’étude d’un procédé élémentaire d’intégration, nous sommes 
amené à l’un des points les plus intéressants de la Géométrie 
moderne, à la théorie des courbes algébriques auxquelles 
M. Cayley a donné le nom d'unicursales, et que M. Clebsch et 
M. Chasles ont enrichie de leurs découvertes. Je renverrai 
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aux travaux de ces illustres géomètres en me bornant, pour 
mon objet, aux considérations qui suivent (*). 

III. Je dis en premier lieu que ces relations, qui définissent 
une courbe unicursale, à savoir 


X 




£9"-+- p, 0“~ 


-t- a. 0* 




yO " -+• y, O" " 1 + ...+ y , 
a9“ -i- a, 6 ""' -i- x u ’ 


donnent entre x et j une équation du n'*"* degré. On sait, en 
elîet, qu’en éliminant 9 entre ces deux équations générales, 

A V -+- A, O" - ' -i- ... -i- A„ — o, 

B0" -t- B, 6*-' -r ... -i- B, = o, 

on est conduit à égaler à zéro un déterminant à n colonnes, 
dont les éléments sont composés linéairement avec les di- 
verses quantités A.Bj— AjB,. Or le terme xy disparaît dans la 
combinaison 


( ~ — 7* )-(**•*-?*) ( V - 7, ), 

de sorte que le premier membre de l’équation est composé 
d’une somme de produits de n facteurs, fonctions linéaires de 
x et y, ce qui démontre le résultat annoncé. Il s’agit mainte- 
nant de caractériser et de définir avec précision les équations 
algébriques qui ont cette origine. Voici, dans celte recherche 
importante, quelle est l’idée essentielle. J’observe qu’il est 
possible de satisfaire par un certain nombre de valeurs des 
inconnues 9 et 6' aux conditions 

?(«)=?(«'), *(») = +(*')• 


(*) Sur les courbes planes ou à double courbure dont les points se peuvent 
déterminer individuellement. Application du principe de correspondance dans 
la théorie de ces courbes , par M. Chasles ( Comptes rendus des séances de l'Aca- 
démie des Sciences, t. LXII, p. 079). Note sur la correspondance de deux 
points sur une courbe , par M. Càtlet ( ld p. 586 ). Voyez surtout deux beaux 
importants Mémoires deM. Clebsch, dans le Journal de Crelle , t. 64, p. ato, 
rt t. 73 , p. 189. 
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Désignant donc par 0 = 0„ 0'=0', un système de solutions, 
je pose, pour abréger, 


?(*.)= ?(<>'.) = «, 
m) =*(*;)=*. 

et j’en conclus que chacune des différences x — a et y — b 
devant s’évanouir pour 0 — 0, et 0 = V,, nous aurons, en dé- 
signant par <1>(0) et 4 (0) des polynômes en 0 de degré n — 2 , 


1 m -I- 

) , _ (0- 0.1(0 -OT&) . 

( ' M' -t- a, 0" -1 - 1 - . . . -t- a B 

Au point de vue géométrique, et en considérant la courbe 
représentée par les équations 


ces deux déterminations distinctes de 0, qui reproduisent les 
mêmes valeurs des coordonnées, nous donnent la notion des 
points doubles, puisque, évidemment, en faisant varier cette 
quantité de 0, à ff t , nous obtenons une portion de la courbe 
qui se coupe elle-même. 

Au point de vue analytique, les équations ( 1 ) nous condui- 
sent, pour notre but, à une conclusion importante. Elles mon- 
trent qu’en faisant 0 = 0, - 4 - 1, on aura, en développant suivant 
les puissances croissantes de t, des expressions de cette 
forme 

x — a = mt -t- m't ’ -4- -4- . . . , 

y — b = nt -h rit 1 -t- «V -h.. 


et en posant 


0 = 0 ', + ri, 


nous obtiendrons de même 


x — a = pu -+- p‘ «’ -+- p’ri -s- . . . , 
y — b = qu -4- r/'u 1 -4- yV 4- . . . . 

Soit donc F(x, y) = o l’équation rationnelle cl entière du de- 
gré n qui résulte de l’élimination de 0. Celle équation devien- 
dra identique en y remplaçant x etjpar leurs valeurs en fonc- 
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tion de 6, ou par les développements en série, ordonnés 
suivant les puissances de / et de u. Or, la formule de Taylor 
donnant 


*'(•*> 7 ) =*'(«> 6 


f/F 

tin 


(J- l>) 


d F (x • 
db + i 


«1» d* F 

i da‘ 


les équations identiques en / et u seront 
o = F(ff, + n -Ji 

f ,dV , f/F , , rf J F \ . 

" t_ V"f/« " db da‘ 4 “"'j 

P , .. / f/F f/F\ 

0=F (f,,6)+^_H- 7 ^j« 

/ , f/F , f/F , , f/’F \ , 

" dZ + tdB+tl’ ïb? +■■■)"+■■ 


Elles conduisent à ces conditions 


F(«, l>) = o, 


f/F f/F 

ni h n — - o, 

f/ff db 



f/F 


o, 


et l’on tire des deux dernières 


f/F f/F 
^ = 0 ’ db = °' 


puisqu’en général le déterminant niq — np est différent de 
zéro. L’origine analytique de notre relation F(x, y)— o a donc 
pour conséquence nécessaire que les égalités 





f/F 

< l ï 


sont compatibles, et admettent pour solutions toutes les quan- 
tités x—a, y— b. Ces conditions, auxquelles nous nous 
trouvons ainsi amené, donnent lieu aux remarques suivantes. 

dy d'y 

IV. Les dérivées de la fonction definie par l’équa- 

lion F(x, j)= o s’obtiennent, en général, par les relations 
rfF f/F f/v 

“r H — 7— — = O, 
dx djr dx 

f/’F f/’F f^v f/’F ffr 1 f/Ff/’r 
f/x J + 1 dxdy dx ' dy 1 dx‘ ’ f/x’ ° 
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Mais si l’on suppose x — a cl, par suite, y* = b, la première 
(i 1 V 

devient identique, et ^ disparaît de la seconde, qui donne 

alors pour deux valeurs en général distinctes. En revenant 
à la considération géométrique du lieu de l’équation 

F (x, y) = o, 


on voit ainsi qu'il existe, aux points tels que x = a, y — b, 
deux tangentes, et par conséquent deux brandies de courbe, 
re qui leur assigne le caractère que nous leur avons déjà re- 
connu de points doubles (*). Nous remarquerons surtout 
cette conséquence, bien digne d’attention au point de vue de 
l'Algèbre, que, si une autre équation -T(x, y)= o est aussi vé- 
rifiée pour x— a, y = b, on obtient, à l’égard du système 

E( x .r) = o » 


une solution double, puisque ces valeurs annulent le déter- 
, d F d* d F di 

minant fonctionnel ^ • test d ailleurs ce que 

la Géométrie montre immédiatement. Considérant, en effet, 
deux courbes [Jlg. aG), l'une ayant un 
point double en M, et les deux bran- 
ches MA, MB, l’autre étant quelconque 
et coupant la première en A et B; on 
reconnaît bien, en la déplaçant de ma- 
_ nière que ces deux points d’intersec- 
"I 1 lion se réunissent en M, qu’alors deux 

solutions distinctes des deux équations viennent à coïncider. 


Fig. j6. 

\ / 

B 


(*) Si l’équation en -ÿ- a ses racines égales, ce qui suppose 

/ d 1 F \*_ </• F d ' F 

\dx<fy) <Lc % dy % * 

les deux branches ont la même tangente, et le point double devient un point 
de rebroussement; ce cas sc présente à l’egard des courbes unicursales lorsque 
les quantités 6 0 et b\ coïncident. 
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El si cetle seconde courbe a elle-même un point double en N 
Fig . 37 . (fig- 27) et, par suite, deux bran- 

ches coupant la première en quatre 
points A, B, C, D, ces quatre in- 
tersections, en la déplaçant de 
manière à faire coïncider M et N, 
viendront se réunir en une seule. 
Il en résulte qu’en éliminant l’une 
des inconnues, y par exemple, 
entre les équations des deux 

l’équation finale en x renfermera, dans le premier cas, le fac- 
teur x — «élevé au carré, et, dans le second cas, le même 
facteur élevé à la quatrième puissance. 

V . Je reviens aux courbes unieursales, représentées, comme 
nous l'avons dit, par les relations 



courbes 


f fi" . 


v= •{-((») = 




cr/j" t- a ff- 


fi flu-I. 
ri ' 

a// 1 -' 

■7,9" 


•-*- 7. 

• “9“ 


afin d'établir cette proposition fondamentale pour notre objet, 
qu’elles ont \[ n — i) (n — 2) points doubles. 

A cet effet, j’observe que tout système de solutions 0 = 0,, 
0' = 6', des équations 


*(»)=?(«'), 'M9) = *H6') 

en donne un second en permutant 0 et 0', à savoir : 6 = ff„, 
0'— 0,; mais qu’aux deux ne correspond qu’un point double, 
ayant pour coordonnées 

* = m)= w.)- 

Je prendrai, en conséquence, pour inconnues auxiliaires les 
quantités Q-+-0'—. — t et 60'— u, que j’introduirai facilement 
dans les équations proposées, en prenant les fonctions ration- 
nelles 9(0) et <j/(0) décomposées en fractions simples, sous 
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, ( ()J + ± + JL + ^._ L _ = Ë^y_A_, 

1 aO-tfO — 6 0 — / a jLét — a 


, 7 ^ 

y ; 0 y = — l t- -r j ■ 

T ' a V — « Ô — ^ 


. . ^J^v+y A_. 

0 - / a £d r l- a 


Après avoir supprimé le fadeur 0’ — 0, et observant que 
( r t — a) ( V — n) = «’ -+- al -+- «, 
elles deviennent, en effet, 

— =o, y -r-* — =o, 

o -i- m -t- n iy a‘ ■+• <U -r n 


de sorte que, sous forme enlière, elles sont du degré n — i, 
et, par suite, admettront un nombre de solutions égal à 
(m — i)’. Mais, en chassant les dénominateurs, on obtient, pour 
les premiers membres, des combinaisons linéaires des pro- 
duits n — i an — i des quantités 

n’-i - ni -h n, /’ ■+- U -i- « ; 

par conséquent, elles sont satisfaites en annulant à la fois deux 
quelconques d'entre elles, ce qui donne jti(n-i) solutions 
telles que t = —(a -h b), u = al>, t = — {a ■+- c), u — ac,. . 
auxquelles correspondent les valeurs 0 — a, b — b,..., qui 
rendent x et y infinis. Or, en supprimant ces solutions, il 
reste, pour le nombre des valcuis des inconnues, et par con- 
séquent pour le nombre même des points doubles, la diffé- 
rence 

(/i-i)= ;-(/? — — a), 

comme nous nous étions proposé de l’établir. 

VI. La proposition réciproque établie par M. Clebsch {Jour- 
nal <le C relie, t. 61, p. 44) conduit à la solution complète de 
la question de calcul intégral que nous nous sommes proposée. 
M. Chasles a donné ensuite pour le même objet le théorème 
suivant [Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 
t- LXII, p. 584): 

« St une courbe C„ d’ordre n a |(« — i)( n — i ) points dou- 
bles, on peut déterminer ses points individuellement au moyen 
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d'un faisceau de courbes d’ordre n — i, qui oui n — 2 points 
doubles communs arec pareil nombre de points doubles de C*, 
et ~(n — 2. ) ( n — 3 ) points simples coïncidant avec les autres 
points doubles de C„, et qui passent toutes par un autre point 
fixe de C„. » 

L’illustre géomètre l'établit comme il suit : 

« En effet, un faisceau de courbes d’ordre n — 1 est déter- 
miné par \[n — i)(/i-f-a) — 1= ~ ~ points, base du 

faisceau. Or les « — 2 points doubles équivalent à 3 (« — 2) 
points simples, qui, avec les {(« — 2)(n — 3)-t- 1 points par 
lesquels passent les courbes d’ordre n — 1 donnent 

K" - ')(" •+■ 2)- 1. 

Ainsi le faisceau est déterminé. 

» Ces courbes, d’ordre n — 1, coupent C„ en n (n — 1) points, 
dont 4 (« — 2) se trouvent aux n — 2 premiers points doubles, 
(n — 2 ) ( /i — 3) aux autres points doubles, et un au point fixe 
pris sur C„ ce qui fait 

4 (n — 2) -+- (« — a)(« — 3)-*- 1 = «(» — 1) — 1. 

Donc les courbes n’ont qu’un point d’intersection variable; ce 
qui démontre le théorème (*). » 

Ajoutons seulement ceci, au point de vue du calcul. 

VII. Étant proposée la relation, de degré n, F (x, y) = o, on 
commencera par déterminer tous les systèmes de valeurs de 
x et / qui donnent à la fois 

... , d F r/F 

F ^=°> Tx = 0 ’ 1!} = °' 

puis, en les supposant au nombre de \(n — i)(n — 2), on les 


(*) M. Chasles emploie encore un faisceau d’ordre /i — a dans une seconde 
proposition, dont voici l’énoncé : Les courbes du faisceau auraient pour base 
S points doubles coïncidant avec des points doubles de C,„ |(« — i)(« — 2 ) — o 
points simples coïncidant avec les autres points doubles de G«, et n — 3 — J S 
autres points simples pris sur C„. M. Clcksch avait donné la même proposition 
dans le cas particulier de o — o. 
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partagera en deux groupes : l’un qui en comprend n — 2 , 

x = «, r - •>• = "', y 
et l’autre J (n — a)(n — 3), 

•* = £. • r = S’\ y =, >\ — 

Cela fait, nous posons, entre les coefficients d’une équation 
générale ^(x, /) - o de degré n — 1 , les trois conditions 


0 

II 

fî 

di <1. 1 

7 Le ~ °’ tly ~ °' 

pour les n — 7. valeurs 


x — a, y — 0, 

x =- n\ y-l/,.. 

puis l’équation unique - T (x, 

y) — 0 , d’une part 

-c: 

II 

«Æ 

II 

H 

x = y = A ’> • ■ 


et, en dernier lieu, pour le système x = x,,y=y„ remplis- 
sant la condition F(x„_y,)=o, et qui contient, par suite, une 
quantité arbitraire. Les coefficients de l’équation du faisceau 
étant déterminés par ces diverses équations du premier degré 
en fonction linéaire d une variable 0, j’obtiendrai les quan- 
tités x = <p(0), y — 0) en calculant, d’une part, la somme 

des valeurs de x, et, de l’autre, la somme des valeurs dej-, 
qui satisfont à la fois aux deux équations 

F(x,.r) = o, ^(x,^) = o. 

La première, en ayant égard à l’ordre de multiplicité des so- 
lutions x = a, x = a',..., et x — g, x = g,-», sera 

x 4 [a -+- . . . ) -h a {g ■+■ g‘ ■+- . . . ) H- x„ 

et la seconde 

y -+- 4 ( b -e b' •+• 2 ( h -+- h’ y, ; 

or je dis qu’elles sont représentées par des fractions ration- 
nelles de même dénominateur, dont les termes sont des po- 
lynômes de degré n en 0. 

Considérons d’abord l’équation finale en x, qui est, en dé- 
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signant par y„ j,,..., y, les racines de l’équation F(x, y) — o, 

$ [^Ji)x^J,)x...x $(x, y„} = o. 

Voici succinctement la méthode employée par M. Liouvilledans 
son beau Mémoire sur l’élimination ( Journal de Mathéma- 
tiques, année iS-ji, p. 345). Elle consiste à développer les di- 
vers facteurs $(x,y,), ü(x, y,),... suivant les puissances des- 
cendantes de x, en limitant chaque développement à ses deux 
termes les plus élevés qui seront seuls nécessaires. J’emploie 
à cet effet les développements des racines y„ y,,..., y, bornés 
à leur partie entière, que donne la théorie des asymptotes. Si 
l'on fait 

F(x, r) = x> (J) + ar- 


9(x), étant des polynômes de degrés n, n— i,..., 

et qu'on désigne par a, [3, ..., ). les racines de l’équation 
ç(x) = o, on aura ainsi 


y, = « ■ 


», (a) 
Ÿ( a ) 


> y t =ï* 



Or, en posant, comme tout à l’heure. 


X. = - 


?,('*) 

?'(*) 


9 (x, 


t (i) - g) + .... 

un calcul facile donne 

-Vf 2)9, fg) — - 1 », fgjp'fg) 


9 ( x i - r ,)— x" -1 •{>(«)— x 
i(x,r,)=x-4.{p)-x' 


-, MM£) 

¥(p) 


nous en conclurons, en multipliant membre à membre, divi- 
sant par '^(«) ^(P)— + (*), et posant, pour abréger, 


e(x) 


y'(x)f(x) 


r . y, I i ( r, r„t . . . r, y* ) 

= x^-— x "*'"- 1 [©(*)-+- e (p) -h... -h ©(*)] 
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Ce résultat obtenu, nous en déduirons ce qui concerne l’é- 
quation finale en y, en observant que, si l’on fait, pour un 
instant, 

F(*> y) = J’* (j) +?'''*> (j”) + • • • , 

J(x, y) = H (j) -f -jr-'V, (j) - • • • , 

il suffira d’y remplacer à la fois 9(x), 9,(x), 4 l (- r )» <|'i(;r) par 
<l»(x), *I',(x), ¥(*), U^x), et les racines x, à parcelles 
de l’équation <l>( jc- ) = o qui sont leurs inverses, car on a évi- 
demment 

<I>(x)=rx" ? (^, ♦,(*) = 

H'(x)= '\\(x)= x-'-h (IV 

Cela étant, le calcul le plus facile donne, pour l’équation 
cherchée, 

j* , -«- i £(rt — i) i +ïH(j) + ^e(|i) + .. .- 1 - ) 0(^)1-+-. . . = o, 

où e et £i désignent les coefficients de x n et x n ~‘ dans les po- 
lynômes ç(x) et 9i(x). 

En employant, pour abréger, le signe^i nous aurons donc 
ces relations qui déterminent x et y en fonction de 0 , savoir : 


y+ 4 {« + fl’+...)+ï(f + i 5'+...) + x, 

y + 4 [b -h b' -h 2 (/«-+- //'-+- . . .)-*-y t = (// — 1) ^ za(i). 


Les quantités x qui y figurent sont indépendantes de 0 , et la 

fonction 0(x)=^ — — — — 7 — , — contient celte va- 

9 (x)ÿ(x) 

riable au premier degré dans »J»(.r) et ^,(x), de sorte que 
les seconds membres se réduiront à deux fractions de même 
dénominateur, et dont les numérateurs, ainsi que ce dénomi- 
nateur commun, seront des polynômes du n'**’* degré en 9 ; 
il en sera de même, par conséquent, pour x et y. Tels sont 
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les résultats analytiques auxquels conduit le théorème de 
M. Clebsch pour remplacer, toutes les fois qu’il est possible, 
l’équation 

, F(x,/)=o 

par le système 

où la variable indépendante et l’irrationnelle algébrique sont 
des fonctions rationnelles d'une nouvelle indéterminée. Nous 
connaissons ainsi le changement de variable qui réduit l'inté- 
grale 

//(•*•. X) (L * 


à celle d’une fonction rationnelle 


et c’est là un des résultats les plus importants de la méthode 
d’intégration par substitution ; il nous reste à montrer l’emploi, 
beaucoup plus restreint, de celte méthode à l’égard des fonc- 
tions transcendantes. 

VIII. Je considérerai seulement ces deux expressions 



J /(sin.r, cos-r) t/x, 


la fonction /étant toujours rationnelle par rapport à la quan- 
tité unique ou aux quantités qui y entrent. En faisant d’a- 
bord 


d’où 


e" = 0 , 


x — -logO 
a 


et 


dx — 


r/9 
a 9 * 


on aura 

ff(^)rlx= 1 -f/(0)ÿ, 


ce qui ramène l’intégrale de la fonction transcendante à celle 
d’une fraction rationnelle. La même conclusion s’obtient dans 
le second cas en posant 

tangj-r = 6; 
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aO 1 — 1 5 1 

sinx = cosx = - rji 

1 -t- 0 1 -T- v 


= 


2 f/9 

i -+- 6* ’ 


et, par conséquent, 



sinx, cosx) dx = 




2//0 


i -t- V 


On aurait pu remarquer encore qu’ayant 

sin x — - — , cosx = — 1 

2 y'— i 2 

l'expression /(sinx, cosx) est une fonction rationnelle de 
l’ exponentielle imaginaire e* v ~‘, de sorte qu’en posant 

i''~ = t, 

d’où 

/’ — i t 7 -+- i 

sinx = t=> cosx — — — — , 

a f y — i 

on aurait transformé /(sinx, cosx) en fonction rationnelle 
de /. Mais la première substitution, outre l’avantage d’étre 
réelle, conduit dans plusieurs cas importants, comme nous le 
verrons plus tard, à des calculs plus faciles. Il est préférable 
alors de poser, comme on l’a fait, 

tang}x= Ô; 

on voit d’ailleurs immédiatement que t et 0 sont liés par celle 
relation très-simple 

I -1- 0 y/ — I 
t = —, • 

I — 0 y/— I 


Intégration par parties. 

1. Après le changement de variables, le procédé analy- 
tique le plus important, pour la détermination des intégrales, 
consiste dans ce qu’on nomme V intégration par parties, et 
voici en quoi il consiste. En désignant par U et V deux fonc- 
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lions quelconques de x, on lire de l’idenlilé 


257 


la formule 


r/uv r rfv du 

tlx ilx llx 


futiv = VV-J Vrfü, 

qui ramène l’intégrale^ U d\ à une autre j Vd\J. Nous trou- 
vons ainsi, par exemple, 

j logxr/x = x logx — j xil\o"x — x\o"x — j dx = x(logx — 1). 

Mais pour présenter dans son acception la plus générale 
et la plus simple le procédé de l’intégration par parties, nous 
établirons la formule suivante. Posons, pour abréger, 

„d-\' f/U d-'V f/’Uf/'-’V , f/MT 

dx- dx tu*-' dx 1 (U ' 'dx- 


Je dis que l’on aura 

r, d‘"v , r„ d-* 1 u , 

J ü 7Z ^ ,U = B - 1 - l) J V 1ÏX r - r ,,x - 

Elfectivement, si l’on dilférentie cette équation, il vient 


d’où 


d"*' V _ f/H U 

ü f/x** 1 “ fir * 1 ' dX-' ’ 


f/e> „f/"*‘V , „f/" +, U 

(~ *) v ^rr> 


r/x" 


ce qui se vérifie immédiatement; car on a 

f/w f/u f/"V f/’UfZ-'V f/-'U 

dx “ dx dx 7 ~ dx 1 ilx- ' 1 11 f/x "' 1 V 

V f/U f/"V f/'Uf/V 

— </x f/x“ ^ lj 3?7S’ 


égalité où tous les termes se détruisent, sauf le dernier de la 
première ligne et le premier de la seconde ligne, ce qui 
donne bien le résultat annoncé. 

Comme application , nous allons considérer l’intégrale 
l r * Partie . 1 7 
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I* e"F {x)dx, où F(x) sera supposé un polynôme entier en x 
el du degré n. Prenant donc, d’une part, 

U = F(*), 

et de l’autre 
ce qui donne 


V = 




rf**' V „ rf-'U 
(U-"*' ~ ' ~ 0; 

on en conclut immédiatement 


f<~n 


x) rljc -- S -h C, 


et l’on a d’ailleurs 


e 



F’(x) 


i)*F<">(x) 




[ — «)' 


F’)' 




£]]. 


Ce résultat conduit à un autre plus général concernant l’in- 
tégrale 

yV(x, c", c i \...,c u )tlx, 

dans laquelle on suppose la fonction F entière par rapport 
à x el aux exponentielles e", e 4 *,. . e 11 . Car celle fonction, 
se composant alors d’une somme de produits de puissances 
entières et positives, des quantités x, e", e 4 *, ..., e lz sera de la 
forme 

F = i\ or (c™ y (rf ?...((** y = iÀ 


de sorte que chaque terme s’intégre comme on vient de le 
voir. Ajoutons que les constantes a,b,...,k peuvent être 
réelles ou imaginaires; car, en supposant, par exemple, 


on aura 


n = x ■+■ b\j — i , 
c°‘ — (cospx -+- ^ — i sin^x), 


ce qui, permettant de mettre la fonction sous le signe 


/ 


SOUS 
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F = F,(x)+/=ÏF,(*), 


nous placera dans la condition du § I. C’est ainsi, par exemple, 
que de l’intégrale 

r r“ 

I e“* dx — — > 


on tirera 


(cosfîx -,/=ï sinfix) dx = ^ jœsS.r^/=7 S in^) 
J a -4- p \/—l 


c** (cosfix-t-^/— 1 sinpx)(* — P v^-‘ 1 ) 


.,î (.i 

a -r- p 


et, par conséquent, 


fe* 1 cospxdx - 
fc-sinpx'lx- 


Semblablement, si l’on change la constante a ena^—i, 
dans l’expression obtenue plus haut 

/ ‘e"F[x)<tx = Ç[F(x) -Üj£)+..,^(_,)PÜ^], 

on en conclura ces deux résultats, faciles à obtenir directement, 


f cosrtxF(x) dx - -•••] 

cosflx r F'(.rl _ F"(x) FM .ri _ "1 

r a L a ~ a ‘ " ” J ’ 

C ■ , , sin«xrF'(.rl F”(r) F*(*ï 

J s,n*x F(x ) dx = — [— ~ 7 ~ + ~Z~ — J 

_^fr F(x) _f^i + En£)_..i 

a L « a J 

V. Nous joindrons enfin à ces intégrales les suivantes 

J F(x, logx) dx, J' F(.r, arc sinx) dx, J ' F(x, arc cosx)r/x; 
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en faisant, en effet, tour à tour, 

logx = z, arcsinx=z, arc cosx = z, 
elles deviennent 




z) cos z ilz , 



sinzr/z, 


et rentrent, par conséquent, dans la formule du § IV pour des 
valeurs réelles ou imaginaires des constantes a, l>,. . k. 

Tels sont donc jusqu’ici les divers types de fondions pour 
lesquels on possède une méthode sûre d'intégration sous forme 
finie explicite. Bien d’autres, nous devons le dire, ne rentrent 
point dans ces méthodes; ainsi, par exemple, en posant 


« — x sinx -i- cosx, v = sinx — r cosx, 
on n’a aucun procédé pour trouver directement 


/ 


.r 7 ri. r 

tri 


v 

- 1 
U 


J 



U 




/ 


b.r’rf.r 
[tilt -h U ') 1 


U 


bv 


Nous pourrions encore citer, en désignant toujours paru et b 
des constantes, cette intégrale 


J ’ a il r tangx 

[« -+- (r/.r •+• b) tangxj 2 ~ a - r ^«x -i- b) tangx 

dont on ne peut vérifier la valeur que par la différentiation. 

Ce n’est pas toutefois aux seules fonctions algébriques et 
transcendantes précédemment considérées que se limite le 
calcul intégral, et bientôt nous allons voir le champ s’agrandir, 
en même temps que nous approfondirons les méthodes de 
calcul dont nous avons donné seulement une première es- 
quisse. A cet égard, nous commencerons par le cas le plus 
simple, celui des fonctions rationnelles, que nous traiterons 
avec quelque étendue, en y rattachant plusieurs notions im- 
portantes d'Analyse. 
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INTÉGRATION ORS FONCTIONS RATIONNELLES. 


Soient F(x) et F,(x) deux polynômes entiers; en posant, 
pour mettre en évidence l’ordre de multiplicité des divers 
facteurs, 

F (x) = (x — 17)**' (x — . .(x — l) x+ \ 

et admettant pour simplifier que le degré du numérateur soit 
moindre que le degré de F(x), la décomposition en fractions 
simples donne la formule générale 

F,(*) = A _ A, K _ 

l'(x) x — u (x — a)' ~ r "‘ (x — «r)**' 

, « B| B ? 

x—b [x — b ) 1 T ~"‘~ r (x — b 


1. 


L, 


x _/ " \*-(ÿ ' ( 

ou, pour abréger l’écriture (*), 


L; 

x-iÿ 


F,(xï y, A _ yi A, y A„ 

l ; (x) ~~ Jmd X — a (x — (X — CI j"' 

On en déduit immédiatement cette expression de l’intégrale 
de toute fonction rationnelle 




f) 

•*)' 


dx — 


. A lo" 




IV A. 

n Xmi (X — «)” 


où l’on voit figurer une partie transcendante et une partie al- 
gébrique qui donnent lieu aux remarques suivantes. 

I. Nous observerons d’abord qu’en supposant réels les po- 
lynômes F(x)et F,(x), les racines du dénominateur peuvent 
être imaginaires, de sorte qu’il est nécessaire de mettre le 
résultat obtenu sous une forme explicitement réelle. Or on 


(*) On supposera que n soit le plus grand des nombres ot, ;9,..., J, et qu’on 
attribue des valeurs nulles à ceux des numérateurs A,, B,,..., I.,, dont les in- 
dices surpasseraient respectivement et, à. 


Digitized by Google 




?.6a 


calcul intégral. 


sait que les racines imaginaires seront conjuguées deux à deux ; 
de plus, qu’elles seront de même ordre de multiplicité, et 
qu’en les désignant par a et b les numérateurs des fractions 
simples correspondantes 

A, B, 

(X — fl)"’’ [jc—b)‘+' 

seront respectivement exprimés de la même manière en fonc- 
tion rationnelle de a et b. Ce seront donc aussi des quantités 
imaginaires conjuguées, et les termes qui en résultent dans la 
partie algébrique de l’intégrale, à savoir 

_ i A , _ i_ __ B, 
i (x — «Y* i (x — b )** 

donnent, par les réductions ordinaires, une somme réelle. 
Ma is, dans la partie transcendante, il sera nécessaire, pour ef- 
fectuer cette réduction, d’employer l’expression des loga- 
rithmes des quantités imaginaires 

log(x — a — p /— ï) = j log [(x — a) 1 -»- £’]-+- arc tang — ~ y/— i , 

r 

et, en faisant 

a — a -h P y/ — i , A - P -+- Q y/ — i , 
b-z — pr/- T, B - P — Qv'-ï. 

on trouvera facilement 

A log (x — -i- Blog (x — b) ~ Plog[(x — — aQ arc tang— ■ 

Ce résultat peut également s’obtenir par l’intégration directe 
de la somme des fractions imaginaires conjuguées 

P -+- Q / — * P — Qy/— i _ aP(x — a) — aQ6 
x — a — p ^ — i x — a 4- fc y/ — i ( •*’ a )* P* 

Écrivant, en effet, 


f aPt-r-Rl-RQP Ç f 


p dx 


x — a p 2 
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on a d’abord 


1' l{x — z)r/x Ç <t[[x — a) 

J (x-«)»+p J i'~ 


P = log[(x - a’ 


(x- a) l + p 

faisant ensuite x — a = |3;, il viendra 

C pff-r r eh 

J [*-*)*+ p J z‘- t-i 


W; 


et, par suite, 


A 


brf.r t — a 

,, = arc tang —r— , 


de sorte que nous aurons, comme précédemment, 

f tljr = P lopr[(^* — *}’-»- F]~ aQarctang — • 


II. La formule 
’F,(.r 


A. 


rLi£j f/ . r= y A io g( x-«)-y -Ai — 

J t (X) dmà 0 .M X — H H /md 

montre que le second membre sera simplement algébrique, 
lorsque les constantes A, B,..., L seront toutes nulles. Ces 
conditions, qui sont suffisantes, sont évidemment nécessaires; 
car, si l’on égale pour un instant à une fraction rationnelle la 


quantité 1\ log(; 


x — a) — / — — — dx, 


et qu’on prenne la 


J jLux — a 

dérivée de cette fonction rationnelle après l’avoir décom- 
posée en fractions simples, on fera ainsi disparaître toutes les 
fractions partielles dont les dénominateurs sont du premier 

degré. On ne pourra donc reproduire l’expression \ -, 

la décomposition en fractions simples n’étant possible que 
d'une seule manière. 

Remarquons aussi que la partie algébrique de l’intégrale 

est de la forme — — — , - — 7 - 5 » 3{x) étant un pc- 

(x — a)'(x — b)\..(x — l) x ' ‘ 1 

lynôme entier qu’on peut facilement obtenir, comme on va 
voir, à l’aide des développements en série suivant les puis- 
sances décroissantes de la variable, de l’intégrale et de la partie 
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transcendante. On forme le premier en supposant qu'on ait, 
par la division algébrique, 


EJfl = “ + ■ 

F(x) x or* S ' 

de là, nous tirons, en effet, en intégrant les deux membres, 

*F,(.r) 




W. G» 


... <ÎX — W logX - il — . . . . 

t(.r) ° x xx 1 

Quant au second, il suffit d'employer la série élémentaire 


t an 
- -t- -3 ■+- — ■+■ • • • , 


x — ti x x~ x‘ 


pour en conclure 

Jmd x — u x + x’ 

puis, en intégrant, 

2 A log(.r — n) = 1S logx — 

Nous obtenons ainsi la relation 


2A a lS.fi 1 


ff{x) 


(x — tiy (x — i>ÿ • ■ 


w — 

rrr-fix “U* -•*)!<«*+ — 


ISn 


M,— ISft 1 
xx 1 


où le terme logarithmique, dans le second membre, doit né- 
cessairement disparaître, un tel terme ne pouvant provenir 
du développement d'une fonction rationnelle suivant les puis- 
sances descendantes de la variable. Nous avons donc la condi- 
tion 

1 A = *>, 

dont il est souvent fait usage, surtout dans le cas où le degré 
de F,(x) étant inférieur de deux unités à celui de F(x ), on a 

G)— O (*). 


Y (.r> 

(*) Les quantités A, B,..., L étant les résidus de la fonction — - corres- 

pondant aux diverses racines du dénominateur, la somme },A n reçu de Cau- 
chy la dénomination de résidu intégral de cette fonction. 
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Soit maintenant, pour abréger, 
f,. — i An" 

rt = *- 

le polynôme ${x), que nous nous proposons de déterminer, 
sera donné par cette expression 

*V) = (■* - «)• f-r- *>)'■ . .(X- /)' (5 H- 5 + 5 + . . .). 

où il est nécessaire que les termes en nombre infini contenant 
r en dénominateur se détruisent, de sorte qu’il suffira d'en 
extraire la partie entière. Soit, à cet effet, 

(.r — rt )"( x — b)K . .( x — l) x = .r" -f- p, x m ~' -+- p,x m ~ 5 -r-. . .-+- p m \ 


on trouve sur-le-champ 

.f (.r ) = TT, (.r"-' + / -,x"*‘+... + ) 

-r TT, ( .r h- p , x” * -f- ... -+- />„_,) -+- . . . -i- (x -+- p, ) + ». , 


et nous voyons qu’on pourra s’arrêter dans les développements 
de l’intégrale et de la partie transcendante aux termes en -~ 


Ma is nous allons reprendre, par une méthode plus appro- 
fondie, cette recherche importante de la partie algébrique de 

jT^y dx. Nous nous proposons, en effet, de la 

déterminer de manière à obtenir la somme effectuée des 
fractions simples données par la formule générale, de sorte 
que la connaissance des racines de l’équation F(x)=o ne 
sera plus nécessaire que pour former la partie transcendante 

\ Alog(x — a). 


111. Dans ce but, on commencera par mettre le dénomina- 
teur au moyen de la théorie des racines égales, sous la forme 


F(jt)= N»-'PR* , Q»* , ...S' + ', 

N, P, Q, S étant des polynômes tels, que l’équation 


NPQ...S = o 
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n'ail que des racines simples. Nous remplaçons ensuite la dé- 
composition en fractions simples par celle-ci 

F, (x) _ X- JP JJ 

F(x) “ N *’ 1 ^ s ,T '’ 

où Jô, (P, J,..., S sont des fondions entières qu’on obtient 
par la méthode suivante. 

Je me fonderai sur le procédé algébrique que je vais rap- 
peler, et par lequel, étant donnés deux polynômes premiers 
entre eux U et V, on peut en déterminer deux autres A et B, 
tels qu’on ail 

AV -+- BU - i, 

et, par conséquent, 

AB j_ 

U V IV ’ 

Effectuons sur U et V la recherche du plus grand commun di- 
viseur de manière à obtenir ces relations, où Q, Q,, Q,,... sont 
les quotients, et R, R,, R,,... les restes successifs, savoir 

U= VQ -+- R, 

V - RQ, -t- R,, 

R R,0,+ R 3 . 


Ces valeurs qu’on en lire, savoir 

R = U-VQ, 

Ri — V (i -+- QQ, ) — UQ, , 


montrent qu'un reste de rang quelconque s’exprime au moyen 
des polynômes U et V par une combinaison de la forme 

AV -t- BU, 

où A et B sont des fonctions entières. Or le dernier de ces 
restes est, dans l’hypothèse admise, une simple constante, ce 
qui démontre et donne le moyen de former la relation an- 
noncée. 

Cela posé, soit 

U --- N" +l , V = pi’OQç+i _ . S ,+l ; 
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nous pouvons écrire 

1 1 A B 

UV ~ F(x) ~~ N" H + pr +, Q* + ’...S' r ‘’ 

puis, en multipliant par F,(x), et faisant 0t> = AF,(x), 

F,{x)^X_ B F,(x) 

F(x) N"-*' p' +, g”‘...s ,+l 

Maintenant il est clair qu’en opérant sur la fraction 

BF,(x) 

pp" Q-I . I , . _ S* + ' 

comme sur la proposée, on la décomposera pareillement en 
<P 

un terme et une nouvelle fraction dont le dénominateur 

ne renfermera que les facteurs de F(x) autres que N ,,+ ' et 
P' +l . Continuant donc les mêmes opérations jusqu’à l’épuise- 
ment complet de ces facteurs, on réalisera ainsi la décompo- 

F (x) 

silion que nous voulions obtenir de W — r sous la forme 

F(x) 

F, (x) _ JP_ _S_ 

F(xj ~ N ”’ 1 ~ h 1 ^' “*-••• •+- g.-.. * 

On en tire 



les intégrations portant, comme on voit, sur des expressions 
toutes semblables, qu’on traite de la manière suivante. 

IV. J'observe que N, n’ayant pas de fadeurs multiples, est 
premier avec la dérivée N'; de sorte qu’on pourra déterminer 
deux polynômes A et B remplissant la condition 

BN — N'A = 1 . 


Cela étant, nous formerons deux séries de fonctions entières 
V„ V v„_ lf 

Jôi, 5ô,,. . <3£„; 

par ces relations, où K, K,,..., K„_, sont des polynômes entiè- 
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renient arbitraires, savoir 


n Y, = A X - NK, 
(« — i)V, = A X,— NK,, 
(m — a) V, = A X,— NK,, 


V„_, = A — NK._, , 

puis, en second lieu, 

X, = B X-N’K — V',, 
X,= B X,-N'K, -V',, 


X. = B X„_, - N'K._,— v;_. 

Je vais maintenant prouver qu’en faisant 

U = X., 

V = V,+ NV, + N’\>...+ N-’ V._„ 
on a identiquement 

x u rf/v\ 

N»" ~ N + ,lx\S-)' 

V 

de sorte que ^ est la partie algébrique de l’integrale, et 

/ U 

~dx la partie transcendante. 

Éliminons, à cet effet, A et B entre les trois égalités 

(n — /) V, = A X, — NK,, 

X,,, = B X, — N'K, — V, , 
i = BN - N'A, 

ce qui donne 

N X, +t = X, + (« - ON’V.- KVi 1 * 

Nous mettrons cette relation sous la forme suivante 

_j*L_X j+l -±( Xl\ 

N"- ,+l N"" 1 tlr\ N--;’ 
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el, supposant ensuite i = o, i, 2,. . n — 1, nous en conclu- 
rons, en ajoutant membre à membre, 

X X, d (X, V, VA 

N" T ‘ "N n J’ 

ce qui fait bien voir qu’on satisfait à la condition proposée 

X U rf/V\ 

V ' ~ N + rir\N , j 

par les expressions 

U = X., 

V ^ V, NV, H- N, V -t- . . . -+- N*-' V_, , 

comme il s’agissait de le démontrer. 

J’ai dit que les polynômes K, K„ K„_, étaient arbitraires; on 
pourra donc en disposer de manière que les degrés de Y», 
V,, ... V„_, soient moindres que le degré de N; on pourra 
aussi les supposer tous nuis, ce qui donne, par exemple, 

«V,= XA, 

«(« - 1) V, « XA («H - A’) - X’A’, 


Ces deux suppositions se concilient dans le cas de l’intégrale 

r dx 

— — » que je choisis comme application de la méthode. 
Nous aurons alors 

N = j : 1 — 1 , N' = ax, 


A = 1 B — — 1 , 

a 


puis successivement 


X 

ii\ , — — > 
a 


l«- O V . 


9 . n — 1 x 


(u — a) V } -1 - 
(// — 3 ) V, — -+- 


(a/i — i)(a« — 1 ) x 
a// [j.n — a) a’ 

( a // — 1 ) ( a /1 — 3 ) ( a fl — î ) r 
a«(a« — a)(a« — 4 ) a’ 
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X. - - 



(an — 1) (in — 3 ) 
m(in — 2) ’ 

lin - 1) (2 w — 3 )fî« — 5 ) 
in(m — 2 )(a/ï — J 


d’où ces valeurs, qu’on retrouvera bientôt par une autre voie, 


U = X„ = (-.)' 


(2 n — i)(a« — 3 )... 3 .i 
m(in — a). . .4 .2 ’ 


V=V,+ NV 1 + K*V 1 -^...+ N-V m 

jtPi 111 — 1 j 1 — t (111 — i)(2 « — 3 ) { — 1)’ 
2 L // 2 n n — 1 in(in — 2) n — 2 


( 2 n — 1 ) ( 2 /J — 3 ). . .3 

2 // ( 2 n — 2). . .4 


(*’- 



De l’intégrale f ( p~rp- 


I. Des notions importantes d’Analyse se rattachent à cette 
expression, qui va nous servir d'exemple pour l’application 
des méthodes générales d’intégration des fonctions ration- 
nelles. J’observe d’abord qu’on aura pour la partie transcen- 
dante et la partie algébrique ces expressions 


A log (x — o) h- B log(x -+- «), 

et que, dans la série 

M 6 ), &>„ 

— 1 — ; -e — | -h . . . , 

X X 2 JC 3 


les coefficients w, m s’évanouissent. En écrivant, en 

effet, 

1 1 ( _ (*•*••> 

(x 1 — «»)**' ’ 

la formule de binôme donne 

j 1 (n -1- i )/! 1 

[x 1 — n 1 )"'" ~~ •r 1 ’*’ a- 1 "''* 
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f..~ d ' - = - 
J (x»-« j r‘ 


i (w -+- 

[â/f •+- i)x'“’' — (a/i ■+- 3)x” 


La première conséquence à tirer de là, c’est qu’ayant 
A -f- B — o, la partie transcendante est simplement 

ti x ~ n 

A log ; 

x -i- a 

et la seconde, c’est que le produit du développement en série 
de l’intégrale par le facteur (x 1 — a 1 )", ne contenant aucune 
puissance positive de la variable, le polynôme $(x) se réduit 

jr fi 

a la partie entière de l’expression — A log — -(■r 1 — a 5 )". 

Maintenant A est donné par le coefficient de ^ dans le dé- 

4 J 

veloppement suivant les puissances croissantes de celte quan- 
tité, de la fraction 7 — * 1 lorsque l’on y a fait x — a -+- z. 

{X A — «')" ' J 

Or avant 






(»«-*- 5)—\ 


nous sommes amené à chercher le coefficient de z" dans le 
développement de (au -1- z)-* -1 . Partant, à cet effet, de la for- 
mule du binôme 


( a -+- =)” = a" -4- — ' z ■+■ • • 

' ’ l 


ni (ni — 1 ) . . . ( m — n -h i ) 


il suffira de supposer, dans le terme général, 
a — 2a, ni = — n — 1 , 
pour obtenir la valeur 


_ (—1)" [n -t- i)(// -t- a). . .211 
~ (an) , " +l i.a ...n 

, . . , , . . (n + i)(n+i)...2H 

ou je remarquerai que le facteur numérique — — — - 

est aussi le coefficient du terme moyen dans le développe- 
ment de la puissance 2 n de binôme. On peut donc, d’après la 
remarque faite (p. 63), lui substituer la quantité a'-”»,, en po- 
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1 . 3 . 5 ... 1 n — 


ce qui donnera 


2.4.6.-.2/< ’ 


A - 


(- i'" 


Ceci posé, il ne nous reste plus qu’à déterminer la partie 
rationnelle de l’intégrale, en formant le polynôme ${x) au 
moyen des termes entiers en x du produit 


. . x -+- a , . 

A log 1 x 2 — a M*. 

x — II 


Mais le calcul et le résultat sont plus simples, eu employant, 
à la place de la série 


i / .r J- a\ n i ii 3 i 

i r \x — n ) x ï T j j' 


celle-ci, 

>(^) 

[ Il •x 
JC* -il'- 3 


». 4 


2.4.6 


x- — a 2 3 (x 2 — a 1 )* 3.5 ^x 2 — a 2 ) 1 3.5.7 (x 2 — a 2 )* 


-J 


qu’on démontre facilement en prenant les dérivées des deux 
membres, et employant cette identité : 


il 

(Le 


[ r T ! — ■>// •» (K/ 1 

[X‘- "T J ~ fx 2 — irf ~ ^x v —â i y 


La partie entière qui résulte de la multiplication par (x 1 ' — u 3 )- 
se présente en effet sous la forme 

x £a (x 2 — a 2 )*■' — ~ 11 3 ( x 2 — a 2 )“~ 2 

-o"'< -r-— -h ■r v.v..;:;, 

et il vient, par suite, 

S [x] — ïAxnx'-n 1 )*" 1 - ^a 2 (x ? — a 2 )"~-'-i- a' (x 2 — u 3 )’~ — ... 

.1. 
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ou, en employant le facteur A sous la forme 


. ( — iV* i .3.5 . . .( m — i) 

•jflSi-i - 1 a. 4. 6 ... a h ’ 


et renversant l’ordre des termes, 

j. xl" 1 a n — ix’— /i* (a/i — i)(ai* — 3) (x’— 

a a nu' // — 1 ' a//(a« — aj«“ « — a 

c’est précisément le résultat trouvé précédemment, dans le 
cas de a — 1. 

f* cîjc 

II. L’intégrale J — peut encore s’obtenir au moyen 

d’un changement de variables en posant 


X -I -fl 


Cette substitution donne en effet 


1-4 -y , ittdy 

x — a —, dx = — —, 


d’où, par conséquent, 

f l/x ' /’(.r — 1 Vdy 

J (X 1 - y"*' ’ 

et l’intégration relative à la nouvelle variable s’effectue aisé- 
ment comme il suit. Soit en désignant, pour abréger, les coeffi- 
cients numériques par N,, N„ N, 

( y — * )** == ■+■ N, y i, ~' -+- N,/ 3 " ■ ’ -t- . . . -+- N, y ■+■ 1 , 

nous écrirons, en rapprochant les termes équidistants des 
extrêmes et isolant le terme du milieu y n , 

tr — I)” = (/*■-»- 0 -H N, -E-/) -S- N, [y*'-* -h y') -+-... + N. y", 

de sorte qu’il viendra 

LrZllL- = s- N, 

l r * Parti». 18 
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el, par suite, 
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— 1 y*rly 

~f" rC 




..-t-NJog/. 


OC Cl 

Cette formule doit coïncider, en y remplaçant y par — 

avec celle que donne la première méthode, et, en effet, la par- 
tie logarithmique est la même, car le coefficient moyen N, de la 
puissance (y — i)“ a précisément pour valeur 




(n ■+■ il (n -+- a). . .an 

1.2. . . n 


Quant à l’égalité des parties rationnelles, elle conduit, en posant 


d’où 


x — a/— isiny, 
y — cos? -+-v^— isiny, 


à l’identité suivante : 


sin/79 .. sinfn — ils 

1 N, 

n n — i 


sin(n — a»! 


_ In -+- 1 ) ( n 2 1 . . . 2 n 

~~ ^ ‘ i.i... » 

! . 2 . 2.4 
x I sm’i- - ' 


> -h ~ sin ; 7 -+- j sin-i» 


2.4 *. *f 2/7 — 2 1 . \ 

3.5...(2/j — 1) sin 


mais, sans m’y arrêter, voici un troisième procédé entièrement 
différent des précédents, et qui servira de transition pour arri- 
ver aux méthodes propres essentiellement à l’intégration des 
fonctions algébriques. 

Soit u = (x'— a 3 ) m , l’exposant m étant quelconque, on aura, 
en différentiant deux fois de suite. 


I (ht 
2 m dx 


— x(x 3 — n 3 


1 d'n 
2 m dx* 


( x 3 — a 3 


-+- hm 


2)x 3 (x 3 — n 3 )"'*. 
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2^5 


Or on peut écrire 


— = ( x’ — «’)"■' -4- [un — 2) (.r* — a 1 -+- a 2 ) (x 1 — a’)**’ 

2 m tur 

= {■xm — n’)”' 1 -+- n’(a/n — 2) (x 1 — 

de sorte qu’il vient, en multipliant les deux membres par dx 
et intégrant, 

1 du , . . 

2 /// dx 1 1 

= (2/H — 1) / (x’ — a 2 ) m ~'dx -1- n 2 [xm — 2) / (x 1 — a) 2 m ~ , dx. 


Faisons maintenant 
et l’on obtiendra 


;n = 1 — a, 


.r , , f * 1 T rfr 

“ 0 J J ’ 

ou bien 

, f d.r . r d.r .r 

J (x- — V J (X* — «’)" (X J — fl 1 )" 

et, par conséquent, pçiur n = 1 , 2, 3, . . . , 



r dr 

r dr - r , 

2 ° J 

(x J — a 1 ) 2 , 

/ ( X 7 — Il 2 ) X J — « J 

4 "’J 

r **. 3 

r dr r , 


/ (x* — a‘ j* (x J — a‘j’ 

6 "’J 

r * 5 

r dr x . 


J (x J — a‘ Ÿ (x i — a') 1 

lations successives conduisent évidemment à exprimer 


1 

l’intégrale relative à un exposant quelconque 


jü-fl 

/ (f.T 

-> et d’une fonction rationnelle 

a’ - a 2 

de x; un calcul facile donne en effet pour résultat 

r ,,r i ,,1.3.5...(w — l'f r dr . ~1 

" J fr--sr 1 = { ~' ) ~2.47ti7. .2-a— L J ^ L[x) F 

18. 
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en posant 

/(•T) - x [ X J_ a 2 3 (x « _ „*ja 

_s_ rt‘ _ _ , M— (»» — a) " M ~ : ’ 1 . 

3.5 ( j 1 — idf 1 3. 5. ..('am — i) i-r* — a’)" J 

Et, si l’on veut le démontrer, on observera qu’en chan- 
geant n en n — i , il vient 

* = f dV I f (xllr 

J (X * — «’)“ a. 4. . .(»« — a) L«/ J* 1 — <•' ‘ 1 J 

de sorte qu’en substituant dans la relation générale 

2 (’ rf.r r de x 

J [*- a‘r ‘ = ( V- ^ r “ {^wr ’ 

nous obtenons la condition 

y, , y , . .,a.4. ..(a« — a) 

1 c - 375 :.. (*„_,} — «* J-* 

qui est satisfaite d’clle-mème. La fonction f,[x) donne ainsi 
pour la partie rationnelle de l’intégrale proposée l’expression 

[— 0* • .3.5. . .(a« — 1 ) r 
<r" M 76777a « ( x 7 — a- j" 

x - m> )-• - | m’ ( x» - «>)-* -+- M* ( x’ - a* y-* - . . . 1 , 

qui, d'après l’expression du coefficient A, coïncide bien avec 

Il • r $( OC ) 

celle qui a été obtenue précédemment sous la forme — — — — , 

, ( •£ Cl 7 

et quant à la partie transcendante, l'identité 


x — a x — a x -t- u 


donne sur-le-champ 

/ 'le 1 r — a 

— . “ — log . 

x‘ — a 2 in 0 x -r a 

III. La détermination du polynôme 3(x), dans l’équation 

r dx ,, t — n rf(x) 

J [x 7 -fi , )“* , ~ °° (x 1 — a 1 )"’ 
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a été obtenue par celte remarque très-simple qu’en l'écrivant 
ainsi : 


x) = A {■t i — a 5 )" log 






d.r 

- (?)"' 


le développement suivant les puissances descendantes de la 

f/.Z‘ 

variable de l’expression (x 1 — rt 5 )” / - — j --- est de la 

J \ x ~ a']* 1 ’ 

x 3 

forme - 4- — h- , sans contenir aucune partie entière en x. 
x x 1 

Or il résulte encore de cette remarque une conséquence im- 
portante que voici. Faisons, pour plus de simplicité, a — 1, et 
prenons les dérivées d’ordre n des deux membres dans la 
relation 

*[*) 7 A(x’ - 0 " log^ I + 1 + J, +■ • • • 


A l’égard du produit (x’ — O" log 



il faudra, en posant 


U = (x*-i)», V — log ^ ^ | > 

appliquer la formule 

rf 'UV </’U n U rrv n In - 1) //" H! d'V 

(Le" (Le" " r i du?-' itx * 1.2 dx l 


(J n | J 1 * ^ J. J ( 

dont le premier terme — -j log ^ j sera seul à dé- 

pendre du logarithme, les autres étant tous rationnels et même 
entiers. On a effectivement 


, .r -r- I 

d log — 

=1-, r-.».. •(— .i[iïij P - i rx 1 î] 


( /»-«( x 7 -- il" 

et comme contient en facteur (x s — 1)“, le pro- 

duit est entier en x. Réunissant ces termes au polynôme 

fl * «*f ( JC ) 

d ’ cn ^ eS ^ a ' sanl P asser d ans I e premier membre, que je 
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désignerai alors par F«(x), nous parviendrons à celte relation 


il" ( x 1 — l )" . .r -h i 


I \- 1 a (/» -*- il? 

J' 


à laquelle je m'arrêterai un moment. Elle montre qu'en mul- 
tipliant 
infinie 


(ï n t .f* — i ] n 

tipliant par le polynôme du n' iH ‘ degré — la série 


ilx“ 


lo 


■r - b- I / I I I \ 

; ■ — 2 I - -t- =— -h t — j •+...)) 

x — 1 \.c i.r’ 5 c j 


le produit manque des puissances -■> — 7 — i-*-» — » et il en 

' f/ n f 1 )' 

résulte qu’en divisant l’„(.r) par — n ■> le quotient, or- 

donné par rapport aux puissances décroissantes de la variable, 
coïncide avec celle série, aux termes près de l’ordre — . • 

Cet exemple de l’approximation d’une transcendante par une 
fonction rationnelle, qui est intéressant en lui-même, rece- 
vra plus tard une application importante. 11 met en évidence 
une propriété entièrement caractéristique des expressions 
d n ( x* *— I 

auxquelles on donne le nom de polynômes de Le- 
gendre, et qu’on désigne par X„ en posant 


v 1 <**(**- 

• 2.4.Ü. . .1/1 dx" 


0" 


Ces fonctions, introduites en Analyse par l’illustre géomètre 
à l’occasion de ses recherches sur l’atlraclion des sphéroïdes 
et la figure des planètes, sont d’une grande importance, et 
donnent lieu à plusieurs théorèmes remarquables, dont l’un 
nous servira de nouvelle application du procédé de l’intégra- 
tion par parties, fondé sur la formule 



d m " 
dx “ 




il" ‘ 1 U 
dt**' 


(lx 
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e -tf»v rforf-’v r/ni ri n ->v 

Üjt' t/.V fil" ' rtx‘ ll.l J ‘ ‘ 


2 79 


Soit, en effet, V = (x* — i)" +, l en supposant que U soit un 
polynôme arbitraire de degré n, l’intégrale du second membre 
disparaîtra, et nous obtiendrons d’abord 

r„d*+ l [a*— iV + ' , 

I U — llx — H. 

J ftx" ' 1 

J’observe ensuite que, les dérivées successives de [x : — t)* +l 
jusqu’à celle d’ordre n, contenant en facteur x 1 — i, 0 s’éva- 
nouit pour x — r et x = — i, et il en résulte que l’intégrale 
définie 


/•-+-I f /»+i 

/ U- — 

./ — | 


[*»-■)» 
tW • 1 


f/.r. 


différence des valeurs de 0 pour x = i et x — — i est nulle. 
Le théorème exprimé par l’équation 


L üX ~ 


r/x — o 


appartient exclusivement aux polynômes de Legendre; car, 
en désignant un moment par F (a;) une autre fonction entière 
de degré n -+- 1 , telle que l’on ait aussi 

J U F(-r) ilx = o, 

on en conclurait, quelle que soit la constante k, 
P'uF(j]rft- k f + 'uX, tl </x = o 


ou bien 


J^'v[F(x)-kX M ]dx = o. 


Or, en prenant k, de manière que F(ar) — k\, +l s’abaisse 
au n'*** degré, et posant alors 

U = F(x) — XX, +I , 
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nous trouverons la condition suivante: 



l' 5 itx — O. 


Elle exige évidemment que U s’évanouisse identiquement; 
car, autrement, l’intégrale ne serait jamais nulle, tous les 
éléments étant positifs, et il en résulte 

¥[x)=kX m+l . 


Des intégrales définies / 


' tir 

x — a — b y — i 




fl.r 

Ax j t- aBx -i- C 


sinarfr 

l — x x eus a -t- x‘ 


I. En employant précédemment, p. 237 , l’égalité 

r/log(r — n — b\f—i) _ 1 

flx x — a — Jy/ — | 

qui a été déduite de la définition même des logarithmes des 
quantités imaginaires, p. 36, à savoir 

log (x — a — b v/-lj = ~log[(x — «)’-(- 

-t- ^arc tang + a /wj 1 ) 

nous avons introduit dans l’intégration des fonctions ra- 
tionnelles une expression susceptible d’une infinité de dé- 
terminations distinctes, bien qu’ayant une seule et unique dé- 
rivée. 11 en résulte qu’en passant des intégrales indéfinies aux 
intégrales définies, et écrivant 



= ] °g (■*,— « — by — i)— log(x,— a — byj-i) 



— n — b — i 

— a — b y — i 


il reste encore à préciser celle des diverses valeurs du Ioga- 
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rilhme dont il faut faire usage dans le second membre. La 
même question s’offre encore dans d’autres circonstances; 
ainsi, en posant 

r ,l r . 

I , = arctangx, 

c / I -r- *T 

puis 

i' x > ri. v 

I , = arctangx,-- arctangx,, 

• .r, ~ T_ 

il sera nécessaire, pour lever toute ambiguïté, de donner un 
seul et unique sens aux quantités arctangx, et arctangx,. 
Or on y parvient, dans ce cas, par celte remarque très-sim- 
ple, mais importante, que l’intégrale j prise à partir 

de zéro, représente le plus petit arc, compris entre — et 

7T 

-t- -> parmi tous ceux en nombre infini qui ont x pour tan- 
gente. En effet, cet arc, d’après sa définition trigonomélrique, 
croit d'une manière continue, de — à -+- lorsque la tan- 
gente augmente de — as à -t- ao . D’autre part, l’intégrale 
x clx 

j ■ ■— » qui n’en peut différer que par une constante, est 

aussi, par son origine géométrique, une fonction continue 
dans toute l’étendue des valeurs réelles de la variable (*); 
l’égalité annoncée résulte donc, quel que soit x, de ce qu’elle 
a lieu pour la valeur particulière x — o. Convenant désormais 
de désigner exclusivement par la notation arc tangx le plus 
petit arc dont la tangente est x, nous poserons ainsi 


f- 

.L 1 


dr 


arctangx, 


et il suffira d’observer qu’on peut faire, en général, 

/ '/(x)f/x= f \f(x)dx- I ’f(x)dx, 

.r, */ o */ o 


(*) On a établi, dans les préliminaires du Calcul intégral, qu’il en serait 
ainsi lors même que la fonction placée sous le signe d’intégration changerait 
brusquement de valeur, pourvu qu’elle reste toujours finie. 


Digitized by Google 



282 CALCUL INTÉGRAL. 

pour en conclure, avec un sens unique el entièrement déter- 
miné, comme nous nous sommes proposé de l’obtenir, l’éga- 
lité 


dr 

l. = s 


arc tangx, — arc tangx,. 


C'est ce résultat qui va nous donner la détermination précise 
de l’intégrale 

f X ‘ 

J x, x — a — b y — 1 

et par conséquent celle de l’intégrale définie d’une fonction 
rationnelle quelconque. 

Soit, à cet effet, en reprenant l’égalité dont nous avons déjà 
fait usage, 

J V~ 7 i~bv‘- 1 J [X — a~) : -t-b 7 ~ hV ~'‘J (x~- «)'+ b" 

on aura, à l’égard de la partie réelle, 

£ [(-,-»)•-*']-> i K - .)•- *1 

1 . (x — A 1 

2 °®(x t — af-i- b 1 

Or les limites x a , x, étant supposées essentiellement réelles, 
nous devons évidemment rejeter toute détermination imagi- 
naire du logarithme, qui sera pris par conséquent dans son 
acception arithmétique. Quant à la seconde intégrale, la sub- 
stitution x — a - bz donnant 


• * dz 


i ■ 1 oïl r j '■ 

i-* -«r'-* \L„ „ 1 


elle se trouve complètement déterminée, ainsi qu’on vient de 
le voir; nous avons donc 

C x ■ b fit x, — <7 . x „ — a 

/ ri — n = arc tang — arc tang — — , 

Jx . (x — a)‘-rb‘ c b 0 0 
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d’où, par suite, 

i’ x > tir i f.r, — nV b* 

Jr. x-a~b\'-i î° e K-ï|-+ 4 ' 

/ ,r, — a .r, — n \ , 

-+- I arc tang -t-r arc tang — J v — » , 

le logarithme et les deux arc tang étant définis comme il a été 
dit précédemment. 


II. Soit proposé, comme application de cette formule, d’ob- 
tenir la valeur de l’intégrale 

/ ■ -t~ i d.r 

j_, j* — cos x — y' — isinjt 


Le terme réel, à savoir 

1 , (i — cosxI’h- sin’x 

- log 1 - - — — , 

2 ■ 1 1 “I- COS* J' -T- SU) X 

se réduit immédiatement à 


- log tang’ 

2 2 


et ne donne lieu à aucune remarque. Quant au coefficient de 
\ — i, nous partirons de ces égalités 


, — a i — cnsx x 

—, — = — : = tang - , 

O MM x ° X 


— fi — I — COSx ^rr -f- a 

b sinx n x ’ 


en distinguant les deux cas suivants. 

Soit d’abord a — 2/itt -t- x’, n étant un nombre entier, et a' 
compris entre zéro et r; on aura immédiatement 

x — n a' 
arc tang — -, — = - ; 

u 1 


mais, pour le second terme, il faudra retrancher 7: de l’arc 

— - x -> de manière à comprendre le reste entre — - et — » 
2 22 
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ce qui donnera 
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arc tang 




et, par conséquent, 

.r, — n ,r — n 

arc tang — ^ — — arc tang — y — 


it 

a 


Soit, en second lieu, a. — 2/itt — x’, a' étant toujours compris 
entre zéro et tt ; nous trouverons alors 

x, — n a' 

arc tang — — — 1 

b a 


d’où 


arc lang 



a 


x, — n x„ — o t 

arc tang — -, — — arc lang •- ~ 

b ° b a 


Ce résultat donne lieu aux remarques suivantes. 

III. Le coefficient de v~* dans l’intégrale proposée 


étant 



tir 

— cos a — y/— • sina 

sin a dx 

* _ 

i — *2 x cos x -t- or 


? 


il en résulte que, si l’on suppose a compris entre zéro et ir, 

r 77 

cette intégrale a la valeur constante mais, en faisant croître 
a de n à 277, elle devient dans ce second intervalle égale à 
— “ , puis reprend sa valeur primitive entre les limites 277 
et 3 tt, — Soit donc 

/(«)=» r l — si 

1— "1 JL' COS X -t- 

. % "K 

f[x ) est une fonction discontinue, périodique, égale a -t- - 

ou à — suivant que la variable est renfermée entre 2/177 et 
(2/1-4-1)77, ou entre (?n — i)rret 2/177, n étant un nombre en- 
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lier. L’expression d’une telle fonction, que nous rencontrons 
ainsi sous forme d'intégrale définie, nous fournil le premier 
exemple d’un fait d’une grande importance, et qui montre 
comment l’opération nouvelle d’intégration dépasse les li- 
mites des opérations de l’Algèbre, en donnant naissance à des 
combinaisons analytiques que celles-ci ne pourraient obtenir. 
Afin de compléter ce qui concerne /(a), et pour avoir occa- 
sion d’indiquer quelques considérations d’un usage continuel, 
je vais donner son expression en série sous la forme 

1 . sinlx sinSx sin7x 

- / X ) = Sin X H -, 1 f i h 

2 i a 7 


Je partirai à cet effet du développement suivant les puissances 

croissantes de la variable de la fraction 1 . _ » 

x — cos a — y — i sin a 

en employant, afin d’avoir une série limitée, la relation 

i i x x’ x’-' 

u — x « a‘ a * ’’’ (C fi" [ u — x) 

Si nous posons 

a — cosx -+- \J — i sin x, 

on obtiendra facilement, en égalant dans les deux membres 
les coefficients de V — '» 
sinx 

i — axcosx -i- x 1 


— sinx -r- xsinax -+- x 3 sin3x -+- . . . h- x" ' sin/ix 


x" [ sin [n -+- i) x — x sin«x] 
i — ax cosx -t- x 1 


Multiplions maintenant par dx, et intégrons entre les li- 
mites — i et -+- 1; en écrivant, pour abréger, 


Z’"*" 1 x"fsin(/j -+- i)x — xsin/ix]//x 


i — ax CUSX -r- x 1 


et remarquant qu’on a 


J-, "• 
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lorsque l’exposant m est pair, tandis que l’intégrale s’évanouit 
si ni est impair, nous en conclurons 



gin xrl.r 
I — 2 x COS 2 -t- x“ 


2 sin i -t- 


•>sin "t* 


2sin5* 

5 


R.. 


Il reste maintenant à prouver que R„ devient nul pour n 
infini. Dans ce but, je remarque qu’on a généralement 


f f[x)dx = Ç /(x)dx-hl f[x)dx, 

J — I t 1 J O 

et qu'en faisant x — — x\ il vient 

j* /(— x')d£, 

ou, après avoir renversé les limites et écrit x au lieu de x ’ , 



ce qui donne 


f ^ /(x)rir= J [f(x) + f(-x)]dx. 

Appliquons celte formule à l’intégrale R„, en nous bornant, 
pour abréger, ce qui suffi; d’ailleurs, au seul cas de n pair. 
On fera alors 

-, . V fsin (n -4- il a — .rsinwal 

— 1 

* ' 1 — 2XC0Sa-i-x' 

®t. en employant l’identité 

(l — 2xcosa -f- x’)(l -i- 2XC0S2 -4- x’) = I — 2 x’ COS 2 a -+- x‘, 

il viendra, après une réduction facile, 




1— 2 X CUS 2 2 -r- X 


2 .r" 4 ’ sin f n — O r 

1 — 2 X* COS 2 2 -t- X 1 


Cela 


posé, si l’on augmente tous les éléments des deux in- 
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{' 1 r”,tr f" 7 " 'tir 

% / 0 1 — ax'cosaa -t- x* J 0 1 — ax'cosaa x* 

en remplaçant le dénominateur 

1 — ax’ cosaa -h x* = (x l — cosaa)’-*- sin’aa 
par son minimum sin’aa, nous pourrons poser 


I ' 1 a*dr /’ 1 ,r*r/.r <J 

J 0 1 — ax'cosaa -t- x‘ J 0 sin’aa — (« -1- i) sin'aa 

r 1 .r" + ’c/.r - 0 ' /’ ' r ’* ,ffr _ 1)1 

J 0 1 ax'cosaa -e x‘ J u sin'aa (« -+- j)sin’aa’ 


les facteurs 0 et 0' étant moindres que l’unité. Or il en résulte 
cette expression 

1 p 0sin(/i -h lia 9'sin [ n — O* 
a " (« -t- 1) sin’aa (/1 -t- 3) sin’aa 


qui s’annule en efTet pour n infiniment grand. La série ainsi 
obtenue 


± - = sina 

4 


sinla sin.îa 



% 17 » % 

donne, dans l’hypothèse de a=^> la célébré formule 
Leibnitz, 


4 



de 


que j’indique aussi comme un nouvel exemple des suites 
semi-convergentes de Dirichlct, dont il a été question dans le 
Calcul différentiel, à propos de la série de Maclaurin. Le 

nombre n ayant été supposé pair, on a, pour « = 


1 < . / 0 6' \ 

- R«= ( — I ) * ( -» r ), 

a * \n -+- 1 11 ■+■ 3 ) 


si l’on observe que le trinôme i-2x 1 cos2« + * < devient 
alors ( 1 -t- jp*)* et a l’unité pour minimum. La formule rigou- 
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4 




V 

H -f 



et c’est par conséquent en prenant un égal nombre de termes 
positifs et de termes négatifs que la limite de la série de Leib- 
nitz est 4* 

4 


IV. Comme dernier exemple, nous nous proposerons l’in- 

/*-*-» ( / v 

tégrale / ,, et, en supposant d’abord les 

° J_ x Ax t 2DX -h C ‘ 

coefficients A, B, C réels, nous l'obtiendrons comme il suit. 
Observant qu’on peut écrire 


A x’ 


i/.r _ ,•-+-«> a rtx 

aBx -t- C (Ax —t— Bj J -r ÀC^B 1 ’ 


et qu’il est nécessaire de supposer AC — B 1 positif, pour que 
la fonction placée sous le signe d’intégration soit toujours 
finie, je ferai 

Ax h- B = s v' AC — B'. 

Cela étant, aux limites - « et + x de x, correspondront, 
pour z, — xi et h- x , si A est positif, en prenant le radical en 
valeur absolue. Nous aurons, par conséquent, 

/•-*-* tlr_ _I Z*-»-® efz__ r 

J— a» Ax- t- aBx -t- C ~ - B' J - co 1 f *' “ v'ÂC - B' 


Mais, si le coefficient A est négatif, les limites par rapport 
à z seront -f- co et — x , de sorte qu’il viendra dans ce cas 


Ax 1 


tl.r 

- a Bx 




ir 


y' AC - 11' 


Ce procédé n’est pas applicable lorsque A, B, C sont des 
quantités imaginaires quelconques; soit alors 

Ax’ -t- aBx -+- C = A (x — a) (x — b), 
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nous ferons, en suivant la méthode générale, 


i 

Aj’+ aBx -+- C 


*(«-*} 




» 


ce qui conduit à chercher les valeurs de chacune des in- 

50 r\ 

Or une observation 


legR, ' eS l. ï=~a n J_, 


x — b 

importante se présente ici ; en faisant « = x -+- (3 y — i . et em- 
ployant la relation générale 


~ d î - I | og [(x- «)’+ ?] ■+- (arc tang 1 » 

on voit qu’à cause des limites — co et -t-oo la partie réelle se 
présentera sous la forme indéterminée de la différence de 
deux infinis. Ce point s’éclaircira en partant de l’équation sui- 
vante 



/: 


• <lx i, (n — >)'+ 5 1 

x-a-fV-ï * S (« + *)’ 

/ « — a 

-h lare tang —r 


arc tang 


- * — , — 


où nous ferons croître indéfiniment e et n. On reconnaît alors 

| yj 1 

que le terme logarithmique tend vers la limite ~ log et, 

quant au coefficient de y — 1 ’ >1 sera évidemment -4- r. ou 
— 5T, suivant que (3 sera positif ou négatif. En désignant donc 
un instant par(>3) une quantité égale à l'unité en valeur ab- 
solue et du signe de {3, nous pourrons écrire 


/; 


' 1 dx I , »!* 

— 10" • 

x — a — f y^ — l 3 4 " 




Cela posé, on aura de même, si l’on fait b — a'-f- (3' y — i » 

= î lo sr 3 

et l’on voit qu’en retranchant membre à membre, les termes 
réels dépendant du rapport arbitraire j se détruisent; d’où 

l r * Partie. IQ 


Digitized by Google 



29O CALCUL INTÉGRAL. 

cette valeur entièrement déterminée 


Ce résultat offre un nouvel exemple de l’expression, par une 
intégrale définie, d’une fonction discontinue qui ne saurait 
évidemment s’obtenir au moyen des opérations de l’Algèbre. 
Si l’on fait, en effet, 


/(?, P') = f 4 "* T ‘ 7 = - =1 dr, 


on aura 


/(M') = o 

quand les variables seront de mêmes signes, et 

/(P, ?)= »w(P)i /~7 


quand elles seront de signes contraires. Plaçons-nous dans 
ce dernier cas, pour achever la détermination de l’intégrale 
proposée, et supposons qu’on ait désigné par a celle des deux 
racines où le coefficient de \J — 1 est positif. Nous aurons alors 


/•■+- œ 
J —00 


i/.r in \J - 1 

Ai’+ aBx -+- C ~ A [a — b) 


*l / — « 


et l’on voit que le signe du radical 
de telle manière que, dans le rapport 


— AC devra être choisi 
t/B’- AC », 

— ^ = -(n-6). 


le coefficient de v/— ' ail le signe -+-. Celte règle s’accorde 
bien, comme on le reconnaît sur-le-champ, avec le résultat 
obtenu dans le cas où les coefficients A, B, C ont été supposés 
réels. 


Intégration des fonctions algébriques qni dépendent de la 
racine carrée d'un polynôme. 

N’ous savons qu’en désignant par F [x) un polynôme entier, 
I expression la plus générale d’une fonction rationnelle du 
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radical jvi r) et de la variable est de la forme G H — - . 

V 1 ' VF(x) 

G et H représentant des fonctions rationnelles. Par consé- 
quent, l’intégrale de cette espèce de fonctions algébriques 
dépend essentiellement de la quantité 


J 


\\\rlr 

i'iV) 


et notre objet est maintenant de donner le moyen d’obtenir 
celle intégrale dans les cas où elle est exprimable algébrique- 
ment, sinon de reconnaître qu’elle est impossible sous cette 
forme. 

1. En partant de la remarque faite que — se décompose 

V'F(tf) 

X n I 

en termes de ces deux especes : - 1 — - >où 

yF(x} (x — a)"yF(x) 

les exposants sont entiers et positifs, j'établirai d’abord qu’on a 


r r" tir r P t/.r — - 

I = / — — - + y v t (xj, 

J V'FW J t/F[x) 


P étant un polynôme entier dont le degré est de deux unités 
inférieur à celui de F(x), et Q également un polynôme en- 
tier. 

Posons à cet effet 


F(x) = Ax*t- A, x* _1 -i- . . . -r- A, , 

et considérons l’identité suivante 

fi r.r" v/FÜÏ 1 „ . rrr- „ F'(x) 

< ^ r a v'F ( x ) ay^x) 

Comme on a 


anF{x)-i- xF'(x) = [in -t- ijAx* + (î n -+- h — 1} A,x * -1 

-h i)A 4 _, x -r- a//A,, 

•9- 
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il en résulte, en intégrant, la relation générale 


■xx ' y F = (an -+-/■) A 


/ 


ï’ 41 "' dx 

vt-Vj 


(a n -+- h — 



x’* t ~ , dx 

v'F(x) 




1 dx 
(j) ’ 


dont voici les conséquences. 

Soit en premier lieu n = o, on remarquera que l’intégrale 

/ x — 1 dx , f* x*~~ l dx 

- — - disparaît, ce qui permet de réduire | ■ à la 

fF(ar) J v'F(x) 

forme annoncée. Faisant ensuite n = 1, on obtiendra à l’aide 

x k dx 


de ce résultat la même conclusion pour 


Ç x k dx 

J 7TO 


> et il est 


clair qu’en continuant de proche en proche les mêmes opéra- 
tions on parviendra à l’équation 


/ 


x’f/x 


-fl 


P ,lx 
V'F(xj 


Qv'F (x), 


où les polynômes entiers P et Q sont respectivement du degré 

h — 2 et n — k - 1- 1 . 

Je pars maintenant de l’identité obtenue en différeniiant 
savoir 

( x — a )" 

d J" v^F ( x ) 1 (x — /i)F'(x) — î/?F(x) 

2 7ù Lix-«)"J " (x-a) n ^ y/F^x} 


et j’observe qu’en faisant un moment 


? (x)=(x-a) F'(x)— a«F(x), 


nous aurons, pour une dérivée d’ordre quelconque <?‘(x), 
cette expression 


d’où 


?‘(x) = (x — a) F ,+, (x)-t-(/ — a/i) F’x. 


?’(«) = (' - 2")F‘(/7), 
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?(*) = ? («)-t-^-r-V( a ) 


1 


(jr — nV x (x — a) k k 


I . '2 


= -a/iF(a)-H — — (1 — a«)F'(fl)-r- — (a - an) F* (a) 


(,r — >7)* 
1 .a. . ./ 


(X — un) F‘(«). 


En remplaçant le polynôme 9(x) par ce développement, 
l’intégration donne donc la relation générale que voici : 


at'T’txl _ _ 2 n r Vln\tlT 

(x — a)" J (x — a)’*' y'F (x) 


2 — 

1 . 


V'F(*( 

J (4f-«)VFlx) 

in Ç F*(fll</x 
* J (x - «j-'-vF^f) 


k — an r F* ( a ) rfx 

~ J (r- « )-* + VfT^Î' 

Or on en tire, pour n — i, l’intégrale 



ilx 

a )’ v x Ftx) 


exprimée par un terme algébrique, et celles-ci 


fl 


X 


<lx 

«) V'E ( r )’ 



où le polynôme P est de degré k — 2, Faisant ensuite n = 2, 
et employant le résultat précédent, nous ramènerons à la 
même forme 


f 


d.r 

x - a) VfV) 




et il est visible qu’en continuant ainsi de proche en proche, 
on parviendra à l’équation générale 



(Le 

a)" +l V^Flx) 



\rix 

«)i/m 


/ ’ P dr_ OyjT^Ï 

vFkI 
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A étant une constante, P un polynôme entier de degré h — 2, 
et Q un polynôme entier de degré n — 1. Une exception re- 
marquable s’offre toutefois si l’on suppose F(a) = o, elles 
mêmes raisonnements, appliqués à la relation 




- 2n) J 


2 — 2/1 

Ç r(n),i.r 

I .2 

%) 

1 (x — «)"‘VF( X ) 

h — 2 // 

r F*(fl)f/.r 

I . 2 . . ,k 
C 

J (X -«)-**•' v/FT 

r 

dr 


se réduit alors à 


/ Va 
\ F 


ix 

K) 


et à un terme algébrique. Ces résultats établis, voici mainte- 
nant les conséquences à en tirer pour la question que nous 
avons en vue. 


II. Une substitution simple, donnée p. 1 5 , permet de rame- 
ner les quantitésde la forme f[x, y/\), où X est un polynôme 
de degré pair, à une expression semblable, mais dans laquelle 
le degré du polynôme placé sous le radical est diminué d’une 
unité, et par suite impair. Nous admettrons qu’on ail effectué 
celle substitution dans l’intégrale proposée, de sorte que le 
nombre k, resté quelconque jusqu’ici, sera dorénavant sup- 
posé impair. Cela posé, l’intégrale d’une fonction rationnelle 


de la variable et du radical y F ( ) , mise en premier lieu sous 
la forme 



T-l 
V F (-*•') J 


<ix , 


puis réduite à sa partie essentielle 

Wrt.T 

v>V) 


/ 
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a été représentée par une combinaison linéaire des éléments 


et f * 

J v'F(x) ,/ (x — «WF 


l x ) 


Enfin ces éléments ont été ramenés eux-mêmes aux sui- 
vants : 


/ ’ tix r rdx r x'-'dc r <ix 

/t'( x ) J v'fV ) 1 J (* - «) v/^'T^T 1 

de sorte qu’on a celte expression générale, savoir 

f ]h,r - fJ^L - I f A ^ -- f(s)\'ÏT-n, 

J V^Flx) J y/F (x) J |x-«) v lv) 

dans laquelle P est un polynôme de degré k — 2, f{x) une 

fonction rationnelle, et le signe 2 comprend un nombre fini 

de termes relatifs à diverses valeurs des constantes À et a, 

ces dernières se trouvant toutes parmi les racines de l’équa- 

1 „ . C Wdx .... 

iionu = o. Or on voit que I — — — sera la quantité alge- 

11 J VF( X ’) 


brique f(x)\V{x) lorsque les termes 


et r. 

J V Fl x ) J ( 


A <lx 

x — a) y/F ) 


disparaîtront tous de l’équation; et cette condition, qui est 
suffisante, est de plus nécessaire, comme M. Liouville l’a 
démontré le premier (*). La détermination sous forme algé- 
brique de l’intégrale proposée, ou la démonstration de l’im- 
possibilité de l’obtenir sous une telle forme, dépend donc 
uniquement du calcul de réduction à ces éléments simples, à 
savoir 


/; 


x n dx 

m' 


(*) Voyez trois Mémoires de M. Liouville sur celte question dans le XXIII* 
et le XXIV e Cahier du Journal de l’Ecole Polytechnique, et dans le Journal de 
Mathématique t de M. Liouville, un travail de M. Tchebychef, intitulé : Sur 
l’intégration des différentielles irrationnelles, t. XVIII, p. 87. 
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l’exposant n ayant pour limite supérieure h — 2, et 



dx 
— «) 


On nomme fondions de première espèce les intégrales 


r tir r xttx Ç x > 

J du*) J J v't' 


tix 


et fonctions de seconde espèce celles-ci : 

r r *- 4 - 1 

I x * tix I X 1 ftr fx t ~ , /tr 

« ’ a dt\x) J 

qui sont en même nombre - 1 que les précédentes. Les dé- 

veloppements suivant les puissances descendantes de la va- 
riable des fonctions de première espèce ont pour premier 
terme une puissance négative, et ceux des fonctions de se- 
conde espèce commencent par une puissance positive. Les 
constantes représentant les racines de l'équation F( ■*■)= o ont 
reçu la dénomination de modules; enfin l'intégrale 

dx 


fi 


{x-a) v'Flx) 


a été nommée fonction de troisième espèce, et la constante a 
le paramètre. Aucune combinaison linéaire des fonctions de 
première et de seconde espèce ne peut s’exprimer explicite- 
ment par des quantités algébriques, logarithmiques ou expo- 
nentielles, en nombre fini. Au contraire, à l’égard des fonc- 
tions de troisième espèce, il existe de telles combinaisons 
dont la valeur est le logarithme d’une fonction rationnelle de x 
et \/F(x). L’étude de ces intégrales, sur lesquelles nous ve- 
nonsde donnerquelques notions succinctes, a une importance 
considérable dans la science de notre époque. Dans le cas où 
F (x) est du troisième ou du quatrième degré, Euler et Le- 
gendre y ont trouvé l’origine delà théorie des transcendantes 
elliptiques, qui constitue maintenant une des parties essen- 
tielles de l’Analyse générale. Lorsque le degré surpasse celte 
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limite, on entre dans le champ bien plus vaste de la théorie 
des fonctions abélicnnes, dont Abel et Jacobi sont les fonda- 
teurs, et qui a produit les grandes et belles découvertes de 
Gôpel, de MM. Rosenhain et Wcierstrass, et surtout de Rie- 
mann, qu’une mort prématurée, comme celle d’Abel et d’Ei- 
senslein, a malheureusement enlevé à la science dans tout 
l’éclat de son talent. C’est dans le Calcul intégral que se trouve 
donc l’origine de tant de notions analytiques nouvelles et fé- 
condes acquises de nos jours, et l’on y est amené par cette 
voie si naturelle, et cette idée si simple, d’étudier après les 
intégrales des fonctions rationnelles celles qui dépendent de 
la racine carrée d’un polynôme. Le cas où un binôme du se- 
cond degré seulement figure sous le radical sert de liaison à 
ces deux catégories d'expressions, puisqu’il suffit d’un chan- 
gement de variable pour faire disparaître l’irralionnalilé. Mais 
cette réduction demande à être exposée en détail, en raison 
des nombreuses applications qu’elle reçoit; c’est l’objet des 
considérations qui vont suivre. 


De l’intégrale 


r F l.r),f.r 

J ^A/-i- aü-r -t- C 


1. Je dis que, F(.r) étant un polynôme entier du degré ni, 
on a, en général, 


/ ' F(.r ) >ir Ç' trh 

y/Aj’-i- alljr -t- C J al 


rfx 

Üj - 


<t>(x) aBx t- C; 


t désigne, dans celle relation, une constante, et<f>(x) un po- 
lynôme du degré ni — i. Effectivement, la distinction entre 
les fonctions de première et de seconde espèce disparaît dans 
le cas actuel, car la formule de réduction, à savoir 


/ > \ r"* 1 rir 

- — 

v/Ax 7 -f- a Ü x -+- C 
r B xVx 

+ ilfl + 1 I — . r — 

J ^Aa’-t- a b-r - 4 - C 

r r,.r"-'f/.r 

-r- Il I - 1 

J \ A jr 1 -*- a Bx -t- C. 
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donnera, de proche en proche, en y faisant n — o, 1,2,..., 

, /* x n dx , 

valeur de l’intégrale/ exprimée par celle- 

J alix -4- C 


la 


ci 


dx 


et un terme algébrique <p(x) y 7 Ax'-fa Bx-t-C, 

Bx-t-C 

où <p(x) est un polynôme de degré n — 1. De là se conclut im- 
médiatement la relation annoncée, où le facteur e, qui figure 
dans la partie transcendante, se détermine comme il suit. 

Nous développerons les deux membres suivant les puis- 
sances descendantes de la variable, et considérant le premier 
d’abord, nous ferons dans ce but 


1 _ a 

y/Ax* -t- aBx -+- C x 



puis nous ordonnerons par rapport aux puissances décrois- 
santes de x le produit 



-t- 



? 


qui se composera ainsi d’une partie entière et d’une série 
infinie 


a 

X 



On aura donc pour l’intégrale 


Si 


F(x)dx 

y/Ax 1 -1- aBx -t- C 

un développement dont tous les termes seront algébriques, 
sauf un seul, J" ~~ — « logx. Or l’intégrale 


/, 


y/ A j 


dx 

h aBx 




donnera aussi, dans le second membre, un terme de même 
nature, alogx, tandis que la partie 


4 >(x) v'Xx* 1-ïBi-rC 

conduira évidemment à une série entièrement algébrique. On 
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aura par conséquent 

fl = ai, 

d’où 

a 

, = ;> 

a étant, d’après ce qu’on a vu, le coefficient du terme en ^ 
dans la quantité 

F(x) r ./a a’ a" \ 

y'Aj’-t-aB.r-i- C ' 1 \x x' x ) 

Dans le cas où le trinôme Aæ’ + îBx + C se réduit à la 
forme i — x 1 , qui mérite une attention particulière, j’ob- 
serve qu’on aura 




î / 1 il 

v'-T V ^ ? 1 


1.3 I 1.3. 5. ./an — l) i 

1.4 x* **”' f a. 4.ô... an x w +' 



, i 

et, par conséquent, « = • 

v-« 


11 en résulte ensuite 


F(x) 

yt-x 1 


l 



i.3 i 

a. 4 x 1 


i . 3 ..'). . .fan — l) i 
2.4.O. , .in x" 



ainsi la constante désignée par a contient le môme facteur — • 

V — • 


La formulée 
le produit 


- montre donc que e est le coefficient de — dans 
a x 



i.3 1 
a. 4 x" 



Mais voici une nouvelle expression de celte constante. 
Prenant l’inlcgrale du premier membre entre les limites 
x = — 1, x = h- 1, la partie algébrique disparaîtra à cause du 
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facteur y i — x \ et nous obtiendrons 


/•+■ Y(x),U f *-*- 1 _dx_ 

J- , v't'- -u 3 J- , v 7 * — •** 


Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que l’in- 
tégrale proposée soit simplement algébrique, c’est qu’elle 
s'évanouisse étant prise entre les limites — i et -+- 1 . Suppo- 
sant, par exemple, que F(ar) contienne seulement des puis- 
sances impaires de la variable, de sorte que, si l’on fait un 


moment 


La relation 


/(•*■) = 


y I — JC* 


f(—x) = —f(x). 


y f(x)tlx=J [/(*) ■*-/( — x)]cU, 

dont nous nous sommes déjà servi, donne sur-le-champ 

f(x)dx - o, 

de sorte que sous la condition admise l’intégrale proposée 
est algébrique. 

II. Celte conclusion résulterait encore de l’équation 



à laquelle conduit la relation générale du § II, car, en y faisant 
successivement n = o, 2 , 4, 6, ... , elle donne 



t 
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et l'on en tire, par des substitutions successives, 



a . 4 ... a n 
3.5. . ,\i/i i) 


( 


i A * 3 . 

I H X H JT -h . . . 

JL 3.4 


i . 3 . . . (3 n — i ) . \ , ï 

^ X* Wl - X», 

3.4. . .art J 


de sorte qu’en attribuant diverses valeurs à l’exposant impair, 
multipliant par des constantes et ajoutant, on aura, pour 
l’intégrale ainsi formée, une expression algébrique. Nous re- 
marquerons danscette relation que le coefficient de y i — x* est 
formé des 2« + i premiers termes du développement déjà 

1 

employé de(i — x’) ”, et j'ajoute encore qu’on obtient, en 
faisant x = o, x = i, cette intégrale définie : 


I 


1 x u+ '<lx 


1/ 1 


3 . 4 . 6 . . . 3 n 

3.5.7. • ■ (»» ■+■ 0 


Si nous posons, en second lieu, dans la même équation, 
n — 1 , 3, 5 , ... , nous serons conduits aux égalités 



et un calcul tout semblable donnera pour résultat 


/ r u dr Ç t/x 

î/T—x 1 J y 1 —T 


'(• 


3 , 

X H ■ X 

3 


3.5 " 


a. 4. ..fart 
3. 3... ( 3 /i 



Ici le polynôme facteur de \Ji — x 1 représente les in pre- 
miers termes du développement, suivant les puissances crois- 
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sanies de x, de l’expression 


1 r ^ x 

'T^x 7 J 0 i/i-x' 


Effectivement, si l’on prend les intégrales depuis x — o 
dans la relation considérée, on peut écrire, sans constante 
arbitraire, 


1 r _ ,ix — 

t/l - X 1 J o V^-x 1 


a , a . 4 i . a-4 - • -(an _ j*-i 
r ' 0 X + ‘ 3 . 5 . . .(an — i) 

i r x x*"dx 


Or, ayant 


i Ç x x 7 "dx 
t\T^x 7 J 0 y/i-x’ 

— ** = X 7 " ( 14- - X 7 -h ~ x‘ -4- . . . V 

i/.-x’ \ 2 a '4 > 


nous en conclurons 


x- n dx x 7n *' __ x 7 -* 7 

J o ^T=^î - a(an 3) 


et, par conséquent, 




■r*" 41 (a/i 4 - a) x 5 " 4 ’ 
a/» ■+■ I (an ■+■ i)(a/» -h 3) 

Ainsi le polynôme 

a . a. 4 . a. 4... (an — a) 

■ r+ 3 x ^O x + - + T 57 .-(a*-i) 

représente bien, aux termes près de l’ordre an 4- 1 , l’expres- 
sion 

i Ç x dx 

/r-x’J 0 

/ ' (1 TC » 

qui vient de se présenter, peut 

v *-* 1 
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être considérée comme immédiatement connue; la relation 


donnant en effet 


il arc sin x i 



Je m’y arrêterai un moment toutefois pour observer qu'en 
prenant zéro pour limite inférieure, c’est, parmi les détermi- 
nations en nombre infini de la fonction arc sinx, celle qui s’é- 
vanouit et change de signe avec la variable qu’on doit choisir. 
Ainsi, en réservant la notation arcsinx pour désigner le plus 

7 T 7 T 

petit arc compris entre — - et h — dont le sinus est x, nous 
écrirons 



arc sirur. 


On en conclura donc, sans aucune ambiguïté, 




dr r a dr 

yji-x 1 J o V* — 


= arc sin b — 


arc sin«, 


et en particulier, par exemple 




7t. 


C’est à cette intégrale qu’il convient le plus souvent de ra- 
mener la suivante 


/, 


d.r 


y/Ax'-i- iBx -r- C 


lorsque, les racines du trinôme étant réelles, le coefficient A 
est négatif. Faisant, en effet, 

Ar’ + iBx C = A(x — a) (x — P), 


nous poserons 


X = 



I, 
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/ ' rf.r __ i _ r Ht 

/Aar'-nÜJ -+- C /-A 

Au reste, et dans tous les cas, elle s’obtient sous forme finie 
explicite par la substitution 

a r -J 

x — a 

qui donne en diflerentiant, après avoir chassé le dénomina- 
teur, 

(A-0 , )rfi' = a(x-a)6rf9. 

Or on a 

A(x — a)(x — = — a)*9*, 

d’où 

/Aj’i- aBx -+■ C — (x — a)9 ; 

on en conclut donc l’égalité suivante 

fLr T.r/0 

ÿ/Ax'-r- aBx -t- C A — 6 1 


et, par conséquent, 

r dx = ' log ®-±v^ = -- log v^± y^ , 

J y/Ax’-t- aBx t C y/ A fl — y A y A y/x — p — y^x — a 

pour le cas de A > o. Le cas de A<o donne lieu ensuite à 
ces transformations successives 



rtx 

r - aBx -+- C 


a 6 

arc tang — 

y/- A y/— A 


I 

= arc sin 
y/- A 


a r — a — {J 
{>-* 


» . A-t-fl 1 

-y/ZÂ^^Â^fl* 

i . Aï+B 

= arc sin — • 

y/— A y/B 7 — AC 


La môme substitution s’obtient en considérant la courbe du 
second degré y= y/Ax 1 -j-allx -+- C comme unicursale, et dé- 
terminant ses points individuellement au moyen d’un faisceau 
de droites issues d’un point quelconque ayant pour coor- 
données x — a, y — v^Aa’-i- 2 Ba + C. Supposons d’abord 
réelles les racines « et |3 du trinôme; en prenant en particu- 
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lier a = a, le faisceau aura pour équation 

jr = (x-*)9, 

et l’abscisse du point unique d’intersection variable sera don- 
née par l’égalité 

y/Ax’-t- il)x-p C = (x — at)9, 

d’où l’on tire, comme précédemment, 

J'ajoute que, s’il s’agit d’une hyperbole, A étant positif, on 
peut employer des parallèles à l’une des asymptotes, à savoir 

r= o 


Nous n’aurons encore en effet qu’un point d’intersection dont 
l’abscisse s’obtiendra en posant 

k y, 

/Ax^ îl)x-r C— 0 — — j 

V'A 


ce qui conduit, en élevant au carré et réduisant, à l’équation 
du premier degré 

oOfAx-t-B) B ! — \C. 

6 H J ■= O. 

Or il vient, en différenliant, 


c’est-à-dire 

d’où 


^0 _ — ^ rfO - 0 dx = o, 


y/Ax J -t- aBx •+■ CrfO — 0 \/\ dx -- o, 

dx dO 

^Ax-+ aBx -+- C S / A 


et, par conséquent, 


/v&Aîrc = ^ = ^ los(Ax + B * v/A v/E?T 1 Bx +c)l 

expression qu’on ramène aisément à celle qui a été obtenue 
plus haut, 

l r * Partie. 20 
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Des intégrales 


r dx 

J (x — a'** 1 v'Ax’-r aBx-+- C 



tlx 

\x — a)\j\ — x 3 


I. La substitution x = a — - donne 

Z 

r> dr _ Ç (-iW* 

J (x — fl)'” 1 y/Âx -t- rBx -+- C J alla K 

en posant 

G = A« 3 -*- aBfl -+- C, Il — — Art — B, K = A, 

et l’on est ainsi ramené aux cas qui viennent d’èlre traités; 
mais un autre changement de variables aura l'avantage de con- 
duire directement à l’expression de l’intégrale. Il se lire de la 
transformation du trinôme homogène du second degré 

Ax 5 -+- aBa}' -»- Cj’ 

par la substitution 

x = «'+ Pjt', j = 7x' 

et, en faisant D = B’— AC, de l’identité bien connue 

(ri _ r -sj Y D = [ AstS -+- B(aJ -f- $•/) ■+■ C'/o]’ 

_(Aa=i- a B *7 -4- Cv 1 ) (Ap’-t- aBfà -t- C<î’). 

Comme cas particulier, j’obtiens en effet la suivante, savoir 

(x_fl) , D~[AflX-r-B(fl-(-x)-i- C]’ — G (Ax* h- aBx ■+■ C) , 

elle montre qu’en posant 

( x — a)t = Aax -t- B (fl -4- x) 4- C — y/Ax’-r aBx -t- C, 

on aura 

(x — fllB -Aflx-r B(a-Hx)-t-C-t-y/G /Âx’-r aBx -r- C, 

t 
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el, par suite, en ajoutant et retranchant membre à membre, 


(* 


(x-flj^ + yj = i[A(u: + Bia+j;) + C], 
— a) (— t -t- ay/ü aBx -r- C, 


de sorte que la variable x et le radical aBx -+- C pour- 

ront s’exprimer en fonction rationnelle de /. Or écrivons 


d’où 


A ax -+- B (fl -t- x)-f- 
x — a 




a 



il viendra en différentiant, el après avoir changé les signes, 


G dx 1 ( DWf, 


on en tire aisément, si l’on multiplie membre à membre avec 
l’équation 

(x — a) / -+- 5^ — a yG ^A.cV allx -r- C, 

ce résultat 


\JVtdx dt 

(x — fl) y Ax't aBx -r C 1 


et nous en conclurons la transformée suivante de l’intégrale 
proposée 


fl 


’dx 


(x — rt)“ +l |/Ai‘t aBx -r C 


r/KKÏÏr 


_ . . . . n n( n — i ) 

Soientmamlenant7i„n„...lescoefhcients-> »• • • de 

1 1.2 

la puissance n iim ‘ du binôme; je distinguerai dans le déve- 
loppement de l’expression 






deux espèces de termes: en premier lieu, ceux qui contien- 

20 . 
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nent la variable, et qu’on peut évidemment réunir par 
groupes, tels que 



1 étant une constante; ils donnent dans l’intégrale la quantité 


[A n.r ■+■ Bf 17 -t- x) -+- C — v/G^AjV a Bx -t- C]' 
l ( je — a y 

[ Aux -h B (fl -i- x) -4- C -+- v/G v/A.r’-t- îüi+ C]‘ 
<(x - «)' 


et leur réunion constitue la partie algébrique sous la forme 


F(.r)v/A..’+ïB.f + C 
(■*-")* 


F(x) étant un polynôme entier. Nous envisagerons ensuite 
les termes indépendants de t, fournis parles puissances paires 

(i + i)(i - t- a). . .21 _ . „ , , , 

■ — . D‘; ils donnent le fac- 


) a savoir 


K)“ 

leur de la partie transcendante J' y = logf sous la forme sui- 


vante 


a J a‘ 


_ y «, f («-*-!)(/■ 


2t. . .ai 


I .2. . .1 


mr 


ou encore, d’après une transformation déjà employée, 
N== 2" î ‘ — a. 4-6. . .ai 


i .3.5 . . ■ (a/ i) pi [j»_ ii 


le nombre » prenant toutes les valeurs de zéro à ^ ou 
suivanl que n est pair ou impair. Nous parvenons ainsi 


» 
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l'expression générale de l’intégrale, savoir 

Ç G n + '* ,Lc 

J [x — fl)" rl ^Ax’-l- aBx -r- C 

_ ... kflX ■+- B(<T + l) + C- /(i V^Aj'-r 2Bx -t- C 


F( x) y/ A x 1 -t- 2 Bx -+- C 
~(x-fl)" 

Soit, par exemple «— -o; la partie algébrique disparaît : on 
a donc simplement 


j G' rit kax -t- B -f- x) -t- C — v^G \J Ax'-r- uBx-j- C. 

J (x — ojy/Ax'i-aBx-i-C ° x—a 

Nous remarquerons que la fonction placée sous le signe log 
se reproduit au signe près lorsqu’on permute x et a; c’est 
l'origine d’une proposition importante dans la théorie des 
fonctions elliptiques. 

II. La constante N, dont l'expression vient d’être donnée, 
peut être obtenue par une autre méthode sous une forme dif- 
férente, qui conduira à un théorème remarquable d’Euler. 
Reprenant, à cet effet, la relation 

f _ f NGVx 

J (x — a)" +l j/Aj’-t aBx -t- C J (x — e/j y/Ax'-t- aBx -t- C 

F(x) ^Ax'+ iBx- C 
(x — «}" ’ 

et supposant x — a + z, nous développerons les deux mem- 
bres suivant les puissances ascendantes de z. Or ayant fait 

G = Afl’-i-aBff-*- C, 

la série de Taylor donnera d’abord 

i z* tl‘G 1 

V^AxV aBx -t- C ~ ** I •■•*•••« da‘ ’ 
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et il en résultera pour l’intégrale 


/, 


r/.r 


(x — <j)" +i aBx f C 


une série infinie dont tous les termes sont algébriques, un 
seul excepté, à savoir 


J 


riz 

z-' 


ri" G 2 

//n" 


log z rl"G 2 
i.a ...n /la" 


Quant au second membre, l'intégrale 



r/c 

n y Ax'-i- a Bx C 


conduit aussi à la quantité analogue logz.G ’ ; et comme au- 
cun terme transcendant ne peut provenir de la partie algébrique 


F(x) i'Aj'-t- aBx -t- C 
(x — «)" * 

nous devrons égaler les deux coefficients de log:, et nous 
parvenons à l’expression suivante 

» t 

^ g"-; «/* g » 

i . a . . . n rit!' 

De là résulte la relation 


-O’iLÿo'J = V,„ 

1.2... ri rl/f Âmd ‘ a. 4. 6 ... a» 

on en déduit, dans le cas particulier de G — 1 — a', qui donne 
D = 1 , II — a, le théorème d'Euler 


(1 ri* 2 r/"[ 1 — n *) 2 1 , 1 . 3 . 

— = l -t- - n n 1 + — ; /?, ri 

i.a . . ,n <Ut a a. 4 


III. En supposant encore 

A x’ -+- a Bx C - - 1 — x’, 
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nous allons maintenant déterminer la valeur de l’intégrale dé- 
finie 



à l’égard de laquelle nous observerons tout d’abord que la 
constante a doit être supposée supérieure à l’unité afin que la 
différentielle ne devienne pas infinie entre les limites — i et 
-4- i de la variable. Nous admettrons, de plus, qu’elle est po- 
sitive, et nous ferons 


V l — a — i \Ju‘~ i, 


d’où, pour l’expression de l’intégrale indéfinie, 


f 


i i ' u‘ — i dx 


(X — fl)/ 1 — X 1 


j l — flx — i y] a 1 — i \\ 

jc — a 


Cela posé, soit X la partie réelle, et Y le coefficient de i dans 
la quantité imaginaire placée sous le logarithme; en nom- 
mant U le module, et 0 l’argument de X + i Y, nous pourrons 
écrire 


r î \ji? ~ i tix 
J(x-a J/i-x 1 


logR 


j 8. 


Or on conclut des équations 


I — flX 

x — a ’ 


Y 


/fl’ — 1 /i — x’ 


X — fl 


K’ — XM-Y*=i, par conséquent logR = o, et il vient, 
en supprimant le facteur », 



Il suffit donc maintenant de reconnaître comment varie l’an- 
gle 0 lorsque x croît de — i à + i. Ayant, à cet effet, construit 
le cercle X’-t- Y , = i, je remarque qu’on a 

rfX <?> - 1 

dx (x — fl ) J ’ 
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de sorte que X crotl toujours avec x; d'ailleurs Y a le signe 
de yja*— i et sera positif si, pour fixer les idées, nous prenons 
le radical positivement. Il en résulte qu’on décrit, dans l’in- 
tervalle considéré, la demi circonférence placée au-dessus de 
l’axe des abscisses depuis le point A ( fg . 28), dont l’abscisse 
fie î8 - est —1, et correspond à la limite 

inférieure x = — 1, jusqu’au point 
diamétralement opposé B, donné à 
la limite supérieure x = -t- 1. L’ar- 
gument 0 de X -t- «Y pour un point 
M, dont les coordonnées sont X et 
Y, étant l’angle MOB, est donc, à 
l'origine, égal à deux droits, puis 
arrive en diminuant jusqu’à zéro 
pour x — 1 . La différence des valeurs qu’il reçoit aux deux 
limites de l’intégrale étant — r, nous avons 

J—, (x — djv 7 ' — ** 

et, par conséquent, 

X -1- ' ri.r _ V 

(a — x)vm — X‘ yja'-i 

Voici quelques conséquences de ce résultat. Développons 
d'abord les deux membres suivant les puissances descendantes 
de a, il viendra ainsi 





1 .3 1 

1 . 4 a' 


1 . 3 . 5 . . .(a/i — 1) 1 
2.4.C. . .an a~ 



et nous obtiendrons, en égalant les termes en 



2.4.6. ,.2/î 
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Multiplions ensuite par un polynôme entier 
F(n) = A»" -h A,n”*' A. 

les deux membres; on voit facilement que le coefficient du 
terme en ^ dans le produit du polynôme par la progression 
géométrique 

I X X* 

- H j “H -j H- . . . 

a a a 


est précisément F(x); par conséquent, l'intégrale 

Fl. r),/.r 


r + ' Fix),/.r 

J . _ , V / I - X* 


a pour valeur tte, e étant le coefficient du terme en - dans le 

a 

produit 


/ 1 ii i .3 i \ 

F(rt) [ h j H — j •+■ • . . ) » 

\(l '1 2.4 fl / 


proposition déjà obtenue, page 5.99. 

IV. En dernier lieu je remarquerai, relativement à la sub- 
stitution déduite de la propriété caractéristique de l’invariant 
des formes du second degré, à savoir 

A nx B(a -1- x) -+- C — \Aj /A x'-t- iBx t C 
* — — ) 


qu'en considérant encore comme unicursale la courbe du se- 
cond degré 

y = y/Ax J T ïlix-r C, 

on serait facilement parvenu au même résultat. Effectivement, 
une sécante issue d'un point de la courbe 


x = a, y = y AaV aU« -t- C = v u 


a pour équation 


Y — y/G = (X — «)9, 


de sorte que l’abscisse du point variable d'intersection est 
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donnée par la relation 

y'Ax'-t- ïllx-r C — V'ü = (x — n)8. 

Remplaçons le coefficient angulaire 0 par une autre variable I, 
en faisant 

<-+-H 

8 = — , 

V U 

et cette relation deviendra, en changeant les signes des deux 
membres, 

, , ,<-+-11 

v ü — ÏÜX -t C = (x— a) — J=- • 

VG 

Or il suffit d’observer qu’ayant 

G = A n J -+- aB a -+- C, H = — An — B, 

il en résulte 

G — (x — a) H — A(ix + B(a + x) + C; 

de sorte qu’on retrouve précisément la valeur 

Anx -+- B(n -t- x) -t- C — <J('i ^A j*+ »Bx + C 
* x — a 


Applications. 


I. Afin de donner quelques exemples des méthodes et des 
résultats qui précèdent, je vais déterminer la valeur de ces 
deux intégrales définies, où « et p sont des constantes qu’on 
supposera inférieures à l’unité, savoir : 

/* ■+* 1 dx 

y' i — »«•*-*- ** v/ 1 — x ■+■ 

fi — a.r)(i — (?.r) dx 

J __ (i — aax -t- a 3 ) ( i — »£>x -t- f- 3 ) y i _ x 3 

A l’égard de la première, je partirai de la formule 



dx 

r- aBx -t- C 


•— r log ( Ax -+• B -+- VA v^Ax’-t- aBx -+- C), 

\\ 
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en faisant 

Ax ! -t- aBx + C = (i — as tx -h a’)(l — afîx -+- P’), 
ce qui donnera, si l'on égale les dérivées des deux membres, 
Ax - 4 - B = — a(i — apx -t- p’) — p(i — asix sd). 

On en conclut que la fonction 

Ax -j- B y/ A y/Ax* -t- aBx C 

prend, pour x — i, la valeur 

~ “(' - P)’ - P(l - «)*-+- 2^(1- a) (l - p) 

= — [v 7 *!' — P) — vf(i - “)]’-= — 

et, pour x = — i , celle-ci : 

_ *(,.+. ay/âp{l *) (l f ?) 

= — [\ *('-<- p) — /?('-<- *)]* -- — y* — v?)’('— v*pY'- 

de sorte que l’intégrale définie entre les limites — i et 4- 1 se 
réduit à celle forme très-simple: 

r i - .. < u = -Liog i±»g. 

, i V 1 — a** ■+• *’ V'I — ■+• P* V /a ^ i — v'stp 

Passant maintenant à la seconde, il faudra, d’après la mé- 
thode générale, décomposer d’abord en fractions simples la 
fonction rationnelle 

(i — ax) (l — p x) 

(i — 2 stx -t- a’)(l — a px -i- p 1 )’ 

dans laquelle, le numérateur et le dénominateur étant du 
second degré, la partie entière sera simplement une con- 
stante, et nous ferons en conséquence 

( i — ax)(i - px) A B 

(l — ïax + a’)(i — ipx-t-p’j I — aax-i-fld ' I — apX-4-p* 

Celle constante s’obtient en faisant x infini, et a pour va- 
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leur 7 ; on trouve ensuite aisément 

4 

I (i — — p — (5a’) 

4 (« — ?)(• — a É>) 

(« — — a - 




B 4 (f>- «)(i-af>) 

Cela étant, la formule 

dx 


Cl 


(rt — x) y/l — x* y/rt’ — i 


ou plutôt celle-ci, en remplaçant a par — , 


J -, l' 

donne sur-le-champ 


Ç-+ 1 dx ir 

I , ( a — a’x) y^i — x’ l/«* — « 


V f “ 


dx 


2J- p — pZ* 


v «y_, (I-JJX + ** 4 1* - ni* - a f > )’ 

X -t - 1 7/x 77 a [3 — a — 

( (i— a^X-H^j/l — x’ 4 lf>— *1(1 — X P) 


d'où 



dx 

(i — ïax’Jj / 1 — x 1 



dx 77 3 — zp 

(l— ï‘x-+- ^’Jy'l — x* 4 1 — *? 


et, par suite, cette valeur très-simple : 



(>- 


(l — tcx) ( i — |3x) dx 

a xx -t- z 1 } ( i — x px i- p 1 ) ,/, _ 


t: / 3— sfA_ 77 a — **3 

" U' + I-*W 2!-»? 


II. Les deux résultats que nous venons d'établir dépen- 
dent seulement du produit a|3 ; c’est là un fait analytique im- 
portant, dont je vais, en quelques mots, indiquer les consé- 
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quences, mais en considérant seulement la relation 
itx i . i •+■ 


X 


- - = -^==l 02 


_ g / i — a xx -t- i — af 4P -t- ° I — y/afi 

Soit à cet effet, en développant suivant les puissances 
croissantes de at, 


v/i — 13 X -+- Cl 1 


= H- JX + a' 


3.r’ — i 




je remarque que le coefficient de a" est un polynôme entier 
du n >im ’ degré en x; car en changeant a en ^ pour y supposer 
ensuite x infini, le premier membre se réduit à 


• i.î, 

— =i + jh a - 

i — ‘i> 1 •* 


I.3.5. . .(»/» — i) _ 


d’où résulte que ^ -> prenant pour x infini la valeur finie 


i .3.5. . .( 2 / 1 — i) 


i.2.3.. n 
de môme 


» est bien du degré n en x. Cela posé, on aura 


--- — — i -t- f3x -i- Xi !. (x) -t-..., 

r r 2 r ” ' 


l/l — 2f'x-t-(s : 

et si, après avoir développé log i? ( on £g a | e | es 
coefficients des mômes termes dans la relation 

j ^ rfx[i + «i + ... + I») 4-...][l + fx+.,.+ ?" T „(x) + ...] 

— 2 T* ■+" 5 *P ■+■ Z a’P -t-. . • -i 1 — erp* -h . . .1 , 

1_ 3 1 5 r in 1 r J 

on trouve, pour n et m différents, 

z 1 ■+■ * 

I ' ?„(•*) ?»,(-*) d * = 


et, pour m — n, 


r 


( x ) dx — 

a/i -h i 
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Or, en ajoutant membre à membre les diverses égalités 


J ’* -+■ I 


/; m < ix - 

/ -+- * 


O» 

O, 
• » 
O» 


après les avoir multipliées par des constantes À», A,,. . - , A„, 
on trouve la condition 


J ?„+, ( x ) [ A, ?.( x ) •+■ A,? (x) -+■ A, ?„ (x) . . 1 - A. ?, (x)] r/x - o , 

où le facteur 

A,?„(x) •+■ A, ?„_,(x) -t-. ..-t-A,ç,(x) 

peut représenter un polynôme quelconque du n‘ m ' degré, et 
cette condition, comme on l’a déjà établi, a pour conséquence 
que <?„+., (x) ne diffère du polynôme X.+, de Legendre que par 
un facteur constant. On a en effet l’égalité 

1 = l + aX 1 +« , X 1 + ...-^«"X ) + ... ) 

/ 1 — aax -r- a' 

qui a servi de définition et de point de départ pour la théorie 
de ces fonctions, la démonstration que nous venons de donner 
des deux théorèmes 

X. X_ dx = o. I X ’ ( Ix = 

, J — | a '/ -t - 1 

étant celle de Legendre. ( Exercices de Calcul intégral, 

t. IH, P- a47-) 

III. Je me proposerai enfin, comme dernière application, 
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de retrouver la formule déjà obtenue d’Euler, savoir 

(l - (!-«»)"* 


*tï _ _ 

„ i „ . * .3 i .3.5 

= fi" -t- - «, ti «.«*■' h »,a*- 

dit 2 * 2.4 * 2.4.6 4 


Soit, à cet effet, 


rf*(i -o’f 


du" 


de sorte qu’on ait, par la série de Taylor, 


[. + (« + «)■]"*= Y 


, , . i 1 . 2 ... « 


puis, en changeant 2 en 2(1 — a') et multipliant par ( 1 — a’) 5 , 
[l — 2flJ-(l-«’)! , l'ï= V — A .«g__. 

Jm* I . 2 ... n 

Cela posé, je pars de la relation 

_ r +i de 

^ a 1 — 1 J — 1 ( n — x) y 1 — x‘ 

en y remplaçant a par 

1 — nz 

) 

ce qui donnera, après une réduction facile, 

* = r" ^ 

V / « — 2 02 — (1 — a’) 2* J-l [l-((H-/) ! ] v /,_ x * 

Or, en développant - — — sous la forme 

1 — [ Cl -f- X J Z 

1 -+- (o -+- x)2 -t- (o -+- x) l 2 5 H-. . ., 

et égalant dans les deux membres les coefficients de 2 ", on 
obtiendra 


* A„ r 1 ( fl -h i)’ d.r 

I.2...0 V_, l/l ~ X 3 


Mais nous savons que, dans le second membre, l’intégrale 
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a pour valeur re, e désignant le coefficient de - dans le pro- 
duit 

f \ ii i.3 i 1.3,5 i \ 


ainsi, en posant 

(a -+- x)" — a" + n, a’~'x -+- «, «"* 2 x’ -t- . . . , 

on obtient sur-le-champ l’expression cherchée 


s — = «*-(-- ni," 

i . 2 ... n a 


L 3 

2.4 


n, -i- 


INTÉGRATION DÉS FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


En désignant par /(x) une fonction rationnelle de la va- 
riable, et par /(sinx, cosx) une fonction rationnelle de sinx 
et cosx, les seules expressions, dans le champ infini des 
quantités transcendantes, dont nous puissions aborder l'inté- 
gration sont celles-ci : 

/(sinx, cosx), «•“'/(x), e“ x /(sinx, cosx), 

et nous n’aurons point, pour parvenir à notre but, à exposer 
des principes nouveaux, ni des méthodes propres qui en soient 
la conséquence. On va retrouver, en effet, d’une part la dé- 
composition en fractions simples, et de l’autre le procédé 
pour obtenir, lorsqu’elle est possible sous forme algébrique, 
l’intégrale d'une fonction dépendant de la racine carrée d'un 
polynôme. Il ne sera pas toutefois sans profil d’employer 
ainsi, dans des conditions différentes, les méthodes qui nous 
sont déjà familières; elles recevront de ces applications un 
nouveau jour qui en fera mieux saisir la portée et le caractère. 
On verra surtout comment cette recherche des procédés d'in- 
tégration conduit naturellement à approfondir, au point de 
vue de l’Analyse générale, la nature des expressions 
(/sinx, cosx), qui sont le type des fonctions périodiques, en 
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préparant ainsi ce que nous aurons à dire, dans la seconde 
partie du Cours, des fonctions «à double période. 


De l’intégrale //(sin-r, cos.r)«fr. 

«/ 

I. Nous partirons de la transformation en une fonction ra- 
tionnelle de la quantité transcendante /(s'inx, cosx), qu'on 
obtient en posant 

I)e là résulte, en effet. 


_ , COSX 


w- 

de sorte qu’on peut faire 

. . F.fsl 

/( Sin J, cosx)= 

F(z) et F, (z) désignent des polynômes entiers en z. Cela 
posé, je vais montrer que de la décomposition en frac- 

F,f s) 

tions simples de la fraction rationnelle ^ — ^résulte une dé* 

composition, en éléments simples, de la fonction transcen- 
dante qui en donnera semblablement et d’une manière immé- 
diate l’intégration. Considérant, dans ce but, la quantité 

_ q U i esl | e type des fractions simples, je pose 

« = c*' 1 , 

ce qui sera toujours possible en exceptant le cas de a = o, et 
je remarque qu’on aura 

i i r -"*'-' 1 ( ,r-r\ 

= — trr — I — I — / COt ) j 

Z — il t-'V- 1 — e**' -1 a \ 2 / 

c’est une conséquence, en effet, de la relation 

r'^-'-i 


cot - — \/—l 




1 re Partie. 
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mise sous la forme 
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—T — - f — I / col 1 

2 V V 


quand on y change x en x — a. De là résulte une première 
transformation du groupe des fractions partielles 

A A, A. 

z — u (i — a ) 1 (s — a) H " 


* x — y 

en un polynôme entier et du degre n + i en col — — ; mais 
nous pouvons faire 


cot’.r 


— i 


f/cot.r 
" <U~ ’ 


cot’x 


— cotx -t- 


! f/ ! COtx 
2 (i r‘ 


et la relation identique 

col**-' x — — col*' 'x — - — 

K (IX 

montre que, de proche en proche, on exprimera linéairement 
col’x au moyen des dérivées successives de cotx jusqu'à 
celle d’ordre n — i. Nous parvenons donc à ce nouveau ré- 
sultat, savoir 



_ . . , , . . rfcotilx — al 

■ — C -+* »V> COt ( JC — 2J | j- — — *4~ . • . ~+* 


</x" 




les constantes C, A, A,, . A, dépendant linéairement des 
divers numérateurs A, A,,. . A„. Ce point établi, je mettrai 
en évidence, si elles existent, les racines nulles du poly- 
nôme F(z) en faisant 

F(s) = z"" 1 (z - a)" + ' (z- ÙY*‘ ...(z — /)»', 

et je modifierai la formule générale de décomposition en 
fractions simples en réunissant à la partie entière du quotient 
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les fractions partielles en -> -v > -J •> de manière à 
r ( z j z z 1 z 

avoir 

F, (s) 4 , , A A, A„ 

-,-ïf *•••- ^r! 

* » 

ï_6 (z-à)- i:-*r 


L L _J>__ 

z — t (a — /)' (a — /)' + '’ 

où 3(z) sera, par conséquent, de la forme 2 ms* avec des puis- 
sances entières, mais positives ou négatives, de z. Maintenant 
nous conclurons de cette formule élémentaire, en revenant 
à la valeur z := e*v -', l’expression suivante de la fonction 
/(sinx, cosx). La quantité -'(s), devenant d’abord 

ïa k c tIV '~' ïa k (coskx isinÆx), 

nous donne une première partie, que je désignerai par II(x), 
et qui en sera considérée comme la partie entière. Les frac- 
tions partielles donnent ensuite une seconde partie <I>(x), qui, 
en posant 

« = i = / = e ky 


aura la forme suivante 


4* (x ) ~ const. -f-Xcot i(x — a)-t-,to 


rfeot )(x — a) 


t Le 




-itliCOt j(x — (SJ-hlIb, 


rfeot](x— (51 
f/x 


(■/"rot Jfx— a) 
' djc“ 

^ fé’rn Hfx-fi) 
r r/x" 


-£cotj(x-i)-H<_ l 


dcol — X) 
cLx 


+-+-C. 


„ rf*COtjfx— )) 


ilx‘ 


La détermination des coefficients ,1, ilb, . . A.,, ni>„.. . 
rendra plus complète encore l’analogie de la formule que nous 
venons d’obtenir 


/( sinx, cosx) — It(x) -t- 4>(x) 


21 . 
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avec celle de la décomposition des fractions rationnelles en 
fractions simples. 


II. Je ferai, dans ce but, en ayant en vue le groupe des 
coefficients A, A,,..., A», x — x-+ h, et je développerai les 
deux membres suivant les puissances croissantes de h. Or, les 
séries provenant ainsi de la partie entière et de cotÿ(x — (3), 
..., col ,(.r — À) ne contiendront que des puissances entières et 
positives de A, tandis que la quantité cotj(:r — a) et ses dé- 
rivées donneront un nombre fini et limité de puissances né- 
gatives. Nous avons, en effet, 



7i 6 3GÔ " + "* ‘ 


et, comme la dérivée de A prise par rapport à x est l’unité, on 
déduira successivement de cette relation 


f/col (.r — a) a i /i’ 

dx h 1 tj 120 ’ 

<■/* rot ; (.r — a) _ 4 

dx 5 ~ F üo 

et en général, si l’on n’écrit point les puissances positives de A, 

r/"coti(.r — a) . a 

-rri = (- I )" 1 .2. . « 7— ,• 


Le développement du second membre Il (x) + <!> (.r) se 
composant ainsi des termes 


a 



•s 

h‘ 


TP — > — 7^t- J 


et d’une série infinie de puissances positives de A, nous 
obtiendrons les coefficients A,, A,,. . . A„, en formant la par- 
tie du développement du premier mcmbre/(sinx, cosx) qui 
est composée des seules puissances négatives de A. Suppo- 
sons à cet effet 
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on aura immédiatement 






A. = 


1 

2 


A 


H > 


et j’ajoute que, si l’on multiplie membre à membre l’égalité 
précédente avec celle-ci, que donne le théorème de Taylor, 


cot J (x 


a — h)= COl J(.r — a)— - 


h il cot ( r — a) 


tlx 


A* rPcot {(x — a) 
1.2 ilx' 



i(“ COt{ (x — • a 1 
n ilx" 


on trouve pour le coeflicienl divisé par deux, du terme en 

i ... 

y î précisément 


A> cot J ( x — a ) 


il cot 1 (x — a) 
' V ' dx ~ 


A, 


il ' rot ‘ (.r — al 
tü" 


Le groupe total des éléments simples, se rapportant à la 
quantité x — a. qui rend infinie la fonction proposée, est ainsi 
le demi-résidu, correspondant à h — o, de l’expression 


/ sin ( 


a -i -h), COS (x-f-hj I COl 


— ■JL— Il 


résultat analogue, comme on voit, au théorème de Lagrange 
démontré dans l’Introduction (p. 6). 


III. Après avoir jusqu’ici suivi pas à pas la théorie de la 
décomposition des fractions rationnelles en fractions simples, 
nous allons introduire une considération nouvelle qui a son 
origine dans la propriété caractéristique de la transcendante 
/(sinx, cos.r) d'être périodique. Je remarque que, d’après la 
relation 

X 

cot — — cot x -4- cosec x, 

2 


la fonction <1> [x) s’exprime en termes de deux formes, à 
savoir 


ri" COt ( .r — x) il" coséc ! X — a ) 
ilx" e il J," 


les premiers ayant pour période :: et les autres se repro- 
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(luisant en signe contraire lorsqu’on change ienr + î. Or, 
à l’égard de 


si l’on fait 
et 


II (x) = (cosXx -i- y/ — i sin Xx), 

0 (x) =r 2/7^ (cosaXx -+- ^ — i sin aXx) 

“ "a+i [ cos (if + i)x + y — i sin [i X 4 - 1 ) xJ, 


en réunissant d’une part les termes contenant les multiples 
pairs, et de l’autre les multiples impairs de la variable, on 
aura de même 


0 (x ir) 9(x), » (x -i- 7?) = — >1 (x). 

De là résulte la décomposition de la fonction proposée en 
deux parties 0(x), H(x), de sorte qu’on aura 

/{sin x, cosx) = 0 (x) ■+- 11 (x), 

avec les conditions 


0 (x t 7r) — 0 (x), H (x -+- ir) = — H (x), 

les expressions des nouvelles fonctions introduites étant 

rfcaUx — a) 


0(x) = ô(x) -+-Xcol(x — a) -f- — -J -f 


-+- Di>COt(x — P) -H Db, 


(/cotfx— 81 
<tx 


Cl 




rfwwéclx — al 


H (x) = » (x) ,1, coséc (x — a) -t- X, 
-t-Dbcoséc (x — f>)-t-Db, 


d X 

(■/cosérfx— 6) 


,, , , . . „ rfrosécfx— >1 

<coséc(x-X)-H^., 7j — 


■ A. 

\tï. 


dx” 

d'col (x — p) 

' 


f/‘COl(x — \) 
rfx* 


1 

-Di, 


r/"cosér (x— a) 

1 TT? 

c/’Vosf'c (x— 8) 

’ ~dl* 


p Censée lx — 11 
dx‘~~ 


Nous voyons donc apparatire deux éléments simples dis- 
tincts cotx et coséc x ou appartenant en propre aux fonc- 
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lions dont la périodicité est celle de 0(a:) ou II (jf), au lieu 

X I 

de coi - qui, dans le cas général, a le rôle de la quantité - à 

l’égard des fonctions rationnelles. C’est par les applications 
qu’on reconnaîtra surtout l'utilité de ces distinctions, et pour 
commencer par un cas facile, j’envisagerai d’abord la fonction 

i 

cos a — cosx 

J’observe en premier lieu qu’en introduisant la variable 
z = e x '^ r \ il vient 

1 9 . 7 . 

COS X — COS X 9 7 COS X — I — Z 1 


Or les racines du dénominateur sont évidemment les quan- 
tités e-*f = ‘ , le numérateur est seulement du premier 

degré; ainsi la partie entière II (x) n’existe point, et nous 
aurons 

■ _ , .r — x „ .r -i- x 

• — — C -A cot — — t- 1)!> col - — • 

cos x — cos a; a a 

Calculant maintenant les résidus pour x~ a et x — — a, 
j’obtiens les quantités 

I I 

sina* sina* 


et par suite, en divisant par deux les valeurs, 


.1 •— : > t'îi = : , 

a sui a asillx 


de sorte qu’il vient 


i 

COSX — COS J' 


c 


I 

asiiix 





On trouve d’ailleurs sans peine que C = o; mais voici, pour 
des cas moins faciles, une détermination directe et immédiate 
de celte constante. Supposons en général 


. , F, ( z ) 

MSIDX, COSX) — -J — -, 

' r ^s) 

F(s) ne contenant point le facteur z et étant de degré au 
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moins égal à celui de F,(a), la partie désignée par <I>(x) exis- 
tera seule dans l’expression de la fonction, qui sera ainsi 


/(sinx, cosx) .r C h- <A>cot J (x — g) A,, 1 ^ — — -h.. . 

l)!jCOt;(x— p) - h U!», 


dx 

<fCOtJ(x — P) 


dx 


-f-Alcot;(x -X) 


, r/rot J (x — X) 


tlx 


F, (a) 


Or je dis qu’en appelant G et H les valeurs de pour 

r * v 2 ) 

z nul et infini, on aura 

C~i(G 

En effet, la relation 


.r — g i j. | 

COt — — t / — i — — y/ - i i 

'2 I»-*, v I J __ t 

fait voir qu’en supposant z nul et infini toutes les quantités 

cot — — ^ se réduisent à — \ — i et -+- y — i; elle montre 

aussi que leurs dérivées des divers ordres s’évanouissent; 
nous avons donc 


G — C — ( vl ~ li!> -* ... 

Il C -r- (,A r- U!. - . . . -Q 


et par conséquent 

-A, + n!i + ... -t- 


G -H _ G *-H 

• V - 1 » G 

2 2 


Dans l’exemple considéré tout à l’heure, on trouve sur-le- 
champ G -- o, II — o, de sorte que C est nul comme nous 
l’avons dit. 


IV. Soit en second lieu l'expression 


sin »i r 
sin«x 


2 * -Ml 



I 

1 


les nombres ni et n étant entiers. Si l’on suppose n, on 
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voil qu’il existera une partie entière H(x), dont voici le cal- 
cul. Partant de celle identité 


| 

z" m - — m , 

3 *" | " “ w ~r- Z - 4 -... 


- 4 _ z m-(2k- l)n 


•(1* + *}*•-« _ 


— I 


je prends pour /r le plus grand entier contenu dans 


ni — n 

2/t 


de 


. , . . m — n 

sorte qu on ail k _ ■ — 1 e, e étant positif et moindre que 

l’unité. Il en résulte que 

(aX -H i)/i — m = at/i et m — (aX — 1)» = 2(1 _ t )«; 

ainsi, dans la fraction du second membre, le numérateur est de 
degré inférieur au dénominateur. L'identité employée se vé- 
rifie d’ailleurs sur-le-champ, car, en remplaçant z par l’expo- 
nentielle e*v “'j elle se transforme dans l’équation bien connue 
sin/wx 

—, = acos /// — n )x -+- a cos ( ni — 3 «).r 

siii/zx ' ' < 

r , , , , sin ( aXv/ — m).c 

-f- 2 cos | m — (aX — i)« 1 x h ! 

S111//X 

Nous obtenons ainsi 

Il(x) = acospn — «)x 2C0s(/;i - 3 //)i+...f acos[/w — (2X — i)//]x, 

et 


. si n ( x kn — m) r 

*{-r) = — 

sm nx 


ou simplement 


<J>(x) = 


Sin m,r 
sin«x ’ 


en supposant maintenant m inférieur à n, en valeur absolue. 
Ceci établi, les racines de l’équation z 2 * — 1 =0 sont don- 

as — 

nées par la formule z = e" ' , h prenant les valeurs o, 1, 

Jf 77 

2,. . 2 n — 1, et si l’on fait a— — -, le résidu de la fonction 

n 

sin mx , sinma ( — i)*sinma 

correspondant a x — a. sera 


sin/ix 


n cos «a 
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et nous obtenons, par conséquent, 


sin mx 
sinnx 


= ^ ^ ( — i)* sin «12 cot ^ ( x — 2). 


Mais, ayant 


<l'(x r) = (— i)"‘*" 4 >(x), 


la fonction appartiendra à l'espèce 0(a ) ou H(x), suivant que 
m 4 - n sera pair ou impair, de sorte qu’il vient, pour le pre- 
mier cas, 


sin ni x 
sin/ix 


')* sin/ " a cot(x- 2), 


et, pour le second, 

sin m.r 1 ^ (- 1 l* sin mot 
sin nx a/i sin(x — 2) 

Or, dans les deux cas, les termes des sommes qui cor- 
respondent aux valeurs h cl h 4 - n sont égaux; on peut donc, 
en doublant, se borner à prendre If — 1 , a, . . . , n — « , le résidu 
relatif à h — o étant nul. 

Soit encore l’expression 

cot(x — 2) cot(x — fî). . , cot(x — >) ; 

en désignant par n le nombre des quantités «, ( 3, . . . , x, >. et 
faisant b — lz=é > ^~', on aura, pour 

transformée en z. 


ij— Y (»»-* -«*) («*-«- » )••. (^- /*) 

On voit que le numérateur et le dénominateur sont de même 
degré; ainsi il n’existe pas de partie entière et nous avons seu- 
lement à calculer d>(x). Or les vn racines du dénominateur 
sont, d'une part, W -1 , eK ~‘ , . . . , eV-', et, en outre, ces 
mêmes quantités changées de signe, c’est-à-dire e(* + *V-‘, 
d’ailleurs, ayant <I>(.r 4 - r) — C>(x) , la 
fonction proposée appartient au type 0(ar) et ses éléments 
simples, où figurent les arguments a et a. 4- r., £ et (3 4- r,.... 


( 
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se réduiront à ceux-ci : 

cotfx — a), cot(x — (5),. . cot(x — X). 

Nous aurons, en conséquence, 

<|){x) = C -+- A,cot(x — a) -f- l)!j cot(x — ^)-t- £cot(x — ).), 

tfï>» ■ • • > 4L étant les résidus de <D(x) pour x — x, x = 
x~1, c’est-à-dire 

X — COt(a — p) cot(a — y)... cot(a — X), 
tü) -- COt( P — a) cot(P — y). . . COtffi — X), 


•C = COt(X — a) eût (1 — P ). . . COI (X — x). 

Enfin la constante C s’obtient par l'équation établie p. 3a8, 
C — ; (G -4- H) , au moyen des valeurs 

G = ( — v/—*T, H = 

que prend la transformée en z, pour z nul et infini, ce qui 

donne simplement C = cos — • 

On traitera de la môme manière l’expression plus générale 

F ( sin x, cosxl 

sin(x — a] sin(x — fi). . . sin(x — I) ’ 

où le numérateur est un polynôme entier en sinx et cosx, et, 
si nous supposons qu’il soit homogène et de degré n — i, on 
sera amené à la relation suivante : 

Ffsinx, cosxl 

sin(x — a) sin(x — p)... sin(x— T) 

_ F (sin a, cosaï i 

sim a — j>) sin(a — y J. . . sin(a — À) sin(x — a) 

F (sin fs, cos (31 i 

sin ( f» — a) sin((s — y). . . sin ( — X) sin(x — p ) 

FfsinX, cosX) t 

sin (À — a)sin(X — p ) . . . sin( a — *) sin (x — X) * 
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Nous en déduirons, en chassant le dénominateur, 


F(sinx, cosx) 


sin (x — p) sin (x — 7). 
sin (a — fi) sin (z — 

sin ( .r — a ) sin ( x — 7 1 . 
sinfji — a) sin(£ — •/). 


sinfx 
sin ( a 


V) 

'■) 


F(sina, cosa) 


sin(x 

sin (fs. 


') 

*) 


F(sinf5, cosS) 


sin (x — a) sin (x — fi). 
sin (a — a) sin(X — p). 


. sin(x — x) 
. sin ( X — x ) 


F(sinX, cos X), 


résultat qui se rapporte à la théorie de l’interpolation comme 
donnant l’expression de la fonction Ffsinx, cosx), où entrent 
n coefficients arbitraires, au moyen des n valeurs qu’elle prend 
pour x — a, x = { 3 , . . . , x — X. 


V. C’est pour obtenir l’intégrale de la fonction transcen- 
dante/(sinx, cos.r) qu’a été établie la formule de décompo- 
sition en éléments simples, dont je ne multiplierai pas davan- 
tage les applications; sous ce point de vue, voici maintenant 
les conséquences à tirer de la formule générale 

/ (sinx, cosx) = Il(x) <l>(x). 


En premier lieu, et à l’égard de 

n(x) = £«,( cosXx \/ — 1 sin/x), 
nous observerons qu’on a 


d sin !> x 
tlx 


= Xcos/x, 


d cos kx 
tlx 


k sinX x, 


d’où, par conséquent, 


/ 


cos kxdx 


sinXx 

~1T' 


f Si 


. . . COS x 

sinA.r r/x = — • 

A 


Ainsi l’intégration reproduit une expression de même forme 
que la fonction proposée, sauf un terme proportionnel à la 
variable provenant de la partie constante qu’elle peut conte- 
nir. 

Z * ' J 

Soit, par exemple, Il {x) = cos"x, l’égalité 1 cosx = — - — 
donnera, en l’élevant à la puissance n, et rapprochant les 


Digitized by Google 



PREMIERS PRINCIPES. 


333 


termes équidistanls des extrêmes. 


2 CO S X = S" -I- 


Distinguons maintenant les deux cas de n pair et impair; 
nous aurons, dans le premier, avec un terme constant, 

„ . n . . n{n — 1 1 , , , 

a""' cos », r _ COS//X -h - COS ( // — l].rH — COS(rt — 4)X -i- . . . 


H 

2 


(ï +l ) 


et, par conséquent, 

sin//.r n sin In — al.r n(n — i) sin(/i — 4)x 


„ , Ç . . sin« 

i I coA'.vdr 

J « 


« — 4 


-i — 

a 


(2+i) 


n 

1 . 2 . . . - 

a 




dans le second, il viendra 

. . n , . n(n — t). 

a"' 1 cos’x = cos/zx -+- - cos(« - a)x ■+• — — ^ — cos(« — 4 )x . . . 


«(« — O-.. 

' OAC 


COS.r, 


1 . 2 . 


d’où cette formule où la variable ne sort plus du signe sinus 

„ , C .. * sin nr n sin(/i — a)x 

a""' / cos" a * dx = i - — h . . . 

J n i n — a 


• Sinx. 


On traitera de même l’expression plus générale 
, /î’-i V /z’-t-iV 

sm' , xcos , 'x = [ — r 1 I — 1 î 

\az»/^i/ \ '•»* / 
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mais l'intégrale J sin'cos b xdx s'obtient encore par un autre 
procédé fondé sur l’identité suivante : 


rfsin“*'.r cos**‘x , , . . , ,, . . „ . 

dx 

— (a — i) sin"‘ 3 xcos*x(i — sin’x) — [b -t-i)sin*xcos*x, 
= (fl — i) sin'-’x cos*x — (« h- b) sin*xcos‘x. 

Nous en lirons, en effet, 

(n ■+■ b) J sin“xcos*xflUr = (a — i) j sin“~ , xcos > xflx— sin*" , xcos' > ' l x, 

ce qui permettra de ramener, de proche en proche, la quantité 

.h' x cos t xdx à celle-ci i^sin" - '" cos t xdx, où n est un 

entier quelconque. Si l’on suppose a impair, le calcul est ter- 
miné, car, en faisant a = ?.n -4- 1, on obtient immédiatement 

C ■ b , cos* +1 x 
/ smx cos x«x = , • 

J A-ri 

Dans le cas de a pair, nous prendrons m — a, et l’on opérera 
ensuite sur l'intégrale^ cos h xdx, au moyen de la relation 

b J' cosfxdx — (b — i) J' cos^’xr/x-t- sinxcos* '‘x, 

qui ramène, soit à j' cos xdx — sinx, soit à j dx — x. 

En considérant en second lieu l’expression Ç i '(x)dx, j’é- 
crirai pour abréger, comme à propos des fonctions ration- 
nelles, p. 261, 

_ ... , d cot 4 ( x — a ) 

<t>(x)= C -H 2 ,t.COti(x- dx 

, rf"COt}{x — a)_ 

^ * 

maintenant on voit comment la composition de celte formule 
conduit immédiatement au résultat. Nous n’avons, en effet, 


sinxcos*‘‘x, 


qui ramène. 
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qu’à déterminer la seule intégrale j cotj(x — x )</x; or on a 

* 

cot J ~ at _ o°» H* — ») _ rflogsinj ( x — x ) 

'■* stn f ( x — a j (Le ’ 

et, par conséquent, 

/* t — a 

I cot — — dx = alogsinj(x — x), 

V ’•* 

de sorte que 

J <I*(x) f /x^ Cx + aïito iogsin|(x — cot;(x- a) h-... 

v 1 ^~'COt j(x - 2) 
rfx-' 

Les relations 


>(x) = 2»l,COt(x — a) -t- I.l — x) + v.^ ^ÇOtlf *) 

tl.r " * 


de d.c“ 

H (x) — 2 coséc (.r— «)+ÏA - COséc (r ~ a) + ' /,coi * cfr ~ ») 

r/.tr " ' - 


fU M 


donneront pareillement 


J e(x)r/x = 2Xlogsin(x — a)-+- 2A>,oot(x — 1 )-+-... 

, v , rf*-'cot(x— x) 

+ -(&' ’ 

J H(x)r£r = 2Xlogtangi(x — x)-c 2A>, coséc(x - a)-... 


2frto 


d " 1 rosée f x — 2 ) 


En effet, nous avons déjà 

J cot(x — x)dx = logsin(x — a), 

et, quant à l’intégrale 

feosée (x — 3 ) dx - - __ , 
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elle s’obtient, soit par l’équation 


Sin (x — a 

soit en posant 

car il vient ainsi 


= {[tangi(.r— x) -t- cot|(.r - *)], 
tang j (x - a ) = r, 


d'où 


i 1 - 4 - 1 * . ">'h 

sin(ar — a) it ’ i-r-/’’ 


C llr 

J Mx-T) -= J 7 = l0 ^ = l0 ^ ,an -( jr - *> 

Voici quelques remarques sur ces résultats. 


VI. Les expressions qui, en dehors des termes logarithmi- 
ques, à savoir 

<■/" ■’cotf.r — al 

<tx ' " th?-' ’ 

et 

. , , , rico&bclx — a) . it*~'e osécf.r — al 

Jt,, COs6c(x-a)-r X, J- l-h...+ X m ’ 


. d cnl f.r ■ al 

X, cot (.r — a) -e .V, -r 


composent, avec diverses valeurs des constantes X et x, les 


intégrales J ld{x)dx, j Il(.z)</.r, ont respectivement la même 


périodicité que 0(x) et H(jt). La première, comme on l’a 
vu au § I, équivaut à un polynôme entier du degré n en 
cotfx — a), la seconde donne lieu à la transformation sui- 
vante. Soit pour un moment 


Coséc( r — a) = u et cot(.r— a)=f, 

nous remarquerons qu’on peut écrire 

. , . dt 

« = — sinfx — a) — 5 
d X 


de sorte qu’il vient successivement 


du 

tlx 


= — sin(x — a) — , — cos(x 


'Il 

dx' 


iPn 

dx‘ 



2COS(.r 
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el, en général, 
d'u 




— COS ( X 


' r d kr 't X ( X — 1 )d‘‘t -| 

'U**- + J 

_ a ) I - r ~ — ^ — 1 ) (X- — a) i/ t 7 t H 

L' ** i .a . 3 — , 7 ?~ -P • . . J- 

Il on résulte (ju on peut donner à l’expression 

*»l II -r- el i- . . . -+- ,1, _ 

lU " ttjf-i 

d’abord la forme 

“"p— »( g £- g .,Î^--) 

les coefficients G et II étant constants; ensuite celle-ci 

sin (x - a) cos(x — a) F, (/), 

en désignant par !■(/) et F,(r) des polynômes en t des degrés 
« -v i et n ; enfin au moyen des valeurs 


sin [x — x)=z — . =i= , cos ( x • 

V 1 t‘ i/i -i- t ‘ 


on écrira 


a >=~y~ 

y/l 


, „ , , 'tu , il"-' ii .i(i) 

el» Il -f- (Al — r— -h A* — = 

G/x -iU-‘ y/r-t-T 1 ' 


ce nouveau polynôme g(t) étant du degré n + t . Sous ces 
formes nouvelles, les quantités qui entrent dans les deux in- 
tégrales sont parfois d’une détermination plus facile, et j’en 
donnerai quelques exemples. 

Soit d’abord l’intégrale 



xc/x, 


l’exposant n étant entier et positif; d’après la méthode géné 
raie, on posera 


cot" T 'x — C 
I re Partie. 


, , d COt X 

AîCOtx • f- A>, ■" 




fl" COtx 
iijr~ ' 


22 
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les coefficients s’obtiendront, soit au moyen des relations 


et 


f/cot.r 

cotVr T' 


cot 3 .r - COlx -t- - 


i il’ cot .r 


di c* 


4 tic Ot.r 1 rf’cot-r 

col ' x 3 ^ ~lit 6 rfr 1 ’ 


soit en formant la puissance n -+- 1 ainsi que les derivees de 
la série 

i .r or 

c°t* = J — 3 — 45 — ‘ ’ 

et substituant dans l’équation pour identifier. 

Or la variable coUr=/, qui est indiquée par la forme 
connue d’avance de l’intégrale, en donne facilement la valeur, 

car ayant 

J col’*' .f dx = J 7^71 > 

#frfl 

il suffira d’extraire la partie entière de la fraction - — 1 si « 


est impair, on formera ainsi 1 égalité 


, — (-'1 
» — /“" 5 -e f*' 1 — l ) * ' 

I -t- t : 


”+~ l 




d’où 


ççyi _ r r-1 +- r < j 

J n- t i n « — a « — 4 
et, par conséquent, 

cot".r cot"' 1 J- c ot*~'.r 

I cot“ +1 x tlx = — «-4 

J 

n " ~ 1 

1)~> cotx-+-( — 1) * -r. 

Dans le cas de n pair, il viendra semblablement 


n - 1 

1) » arctang/, 


jMfl 

rr ? 


; (-!)•/ 

f"- 3 -r- — . . . — (— O 3 1 "+• > 
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on en conclura alors 

C.nt”.r C0t’"*X COl*~‘x 

T- -f - . . . 

fi n — ‘i n — 4 

- col 3 .r - 

-r- ( — *)■* — i- (— I)» Iogsinj'. 

Rapprochant ccs résultats de l'expression donnée par la mé- 
thode générale, à savoir 



1 .r tlx - C.r -t- logsinx -t- -t, cotx 


rf’~' col r 
' ' <U- ' ’ 


nous en lirons celte conséquence que l’on a X—[~ i}* 
ou J, = o, suivant que n est pair ou impair; et je m’y arrê- 
terai un moment pour montrer en peu de mots comment celle 
seule connaissance du résidu ,1. relatif à la valeur x : ~ o de la 
fonction cor+'x suffit pour la détermination complète de la 
série 

cotx = — e b -+- r x -r <lx 3 -t- . . . . 
x 


Et d’abord, de ce que le terme en ^ manque dans le carré, la 

quatrième puissance et toutes les puissances paires, on con- 
clut de proche en proche les conditions b~~ o, d = o,... t 
c’est-à-dire que le développement ne contient que des puis- 
sances impaires de la variable, et a la forme 

cotx — - -+- Sx -t- yx J -r- . . . . 
x r 

De ce que le coefficient du même terme est -t- i , — i , -t - 1 

dans la première, la troisième, la cinquième puissance, etc., 
on tire aisément les égalités 

s-i, 3a’p~ — i, 5a'7 loa’fÿ 1 — i,. . . , 

d'où 


Le développement de cotx, auquel nous parvenons ainsi, est 
d’une grande importance en Analyse; en l’écrivant de cette 

22 . 


Digitized by Google 



CALCUL INTÉGRAL. 


a- B r >.'B, 


n 


x i.a i.n. 3 . 4 i. a. 3 . 4 > 5. 6 


les coefficients 

B| ~ 5* B =3V «-4V- 

sont appelés les nombres de Bernoulli (*}, et l’on a de même 

a’(a'— OB,.r a* ( 2* — 1 ) B x* 

tangx = i 7T-- 1 

1.7 1 . a . 3 . 4 1 . a . i . 4 • 5 . 6 

, 1 (a* — a) B. jr (a» -a IB,*’ (a*- a) B,.!.- 4 

cosec r - - •+ - -- — ■+■ ■=-} 1- - — , ' „ •+- 

x i.a 1.2. J. 4 1 . 2 . 3 . 4 . 3 . 0 


Soit encore l'expression . — — — > qui, en supposant 

1 sin* +, A- cos^'jr 1 

a - 1- j 5 un nombre pair, aura, comme la précédente, la pério- 
dicité de (-)(#). Au lieu de déduire l’intégrale 


£_J_ __ 

J sin“ T, x cos ? 'x 


de la relation 


1 ,, , . , e/cnl.r rf“cot.r 

— — — - L “+” a.as> CUl X ~t~ tV ; •+• • • • ■+■ f.V. j — 

sia“ ‘x cos ? x ilx ’ tlx 

„ c/tang.r // s tancx 

-+- Db tangx -+- «!> r -1- ... -t- \tb, — - «— > 

‘ «x ? <l.l' 

nous ferons toujours cotx — t, et l’on voit que la transformée 


/■» «-*-? 
/ l'+J). !_■ 

J ^ 


s’obtiendra facilement en développant la puissance (1 -4- /*j * , 
dont l'exposant est entier dans l’hypothèse admise. Si nous 
faisons en particulier J 3 = — 1, « = w + i, nous trouvons, 
en désignant par n„ n„. . les coefficients de la puissance n 


(*) Bertrand, Traité de Calcul différentiel et de Calcul intégral , t. I, p. 3 . 1 7 . 
— Serri.t, Cours de Calcul différentiel et intégral t t. Il, p. 217. 
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du binôme, 

Ç -- 4 -^ 5 — = — cotx — 4r cot’x — —’col'jr — . . . — col’"*'./-; 

J sin x 3 5 a« -T - 1 

puis, en changeant x en ^ — x, 

r '! r //,,«,. i , . 

I — — — = tangx -e — tang’x -- tang‘x — tang 7 * 1 ' x. 

J cos" + x 3 5 a/i -r l 

VII. L’intégrale Ç /'(sinx, cosxr) <Lr se ramenant par la sub- 
stitution sinx= \ à cette forme 


j \ i — \ 


qui a été l’objet d’une étude antérieure, nous devrions main- 
tenant comparer les deux procédés d'intégration, et les résul- 
tats auxquels ils conduisent. A cet égard, je me bornerai à re- 
marquer qu’en faisant sin.r = X dans la formule générale 


r <t>(x)r/x Cx -+- log sin j (x — < 

cotJ-(x — a)-»-... 


v i ot ;(.r — al 

1 / 7 ^' ’ 


la partie transcendante est donnée par les termes Cx - et 

J cot ; (x — a)//x ra 2 log sin ; (x — a), 

dont le dernier prendra la forme suivante. Soient 

Y = y/ 1 — X 1 , fi — sin a. b = cos a, 


on aura 


I ,,, . . / sm (x — a) f' n\ — //X r/X 

I cot; (x — a )i/x = I ; r d~r — I v —j-.. 

J J » — cos(x — a) J i — a\ — b\ \ 

de sorte qu’au lieu de la fonction de troisième espèce amenée 
par la méthode d’intégration des radicaux carrés, à savoir 

f i — -~—t- = ,o g ^ , 

J (x— a)/ x — ,i ) 
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nous sommes conduits à la quantité 



a y — bx 
— iix — by 


d.r. 

y 


log( i — nx — by). 


Mais j’arrive, sans insister sur ce point (*), à une der- 
nière considération, à la détermination de l'intégrale définie 

îs 

/(sinx, cos x)dx. Reprenant, à cet effet, l'expression 

/( sin.r, cos.r) — Il ( j :) -h 'l> ( .r ), 



j'observe d’abord que la fonction <I>(.r) devra être finie pour 
toutes les valeurs de la variable comprise de zéro à 2r, c'est- 
à-dire quel que soit x, puisqu’on a <I>(x -f- 2;:) = <I>(x); ainsi, 
dans les éléments simples col J- x — a), aucune des constantes 
a ne sera réelle. Ceci posé, les termes périodiques de l’inté- 
grale indéfinie des fonctions II (x) et ^(x), reprenant la même 
valeur aux limites x — o et x= 27:, 11e figureront point dans 
le résultat, et nous aurons seulement à considérer le terme 
Cx, ainsi que la partie logarithmique 2. t» log sin \(x — a). Du 
premier résulte immédiatement la quantité C27:; mais les 
termes transcendants demandent une attention particulière. 
Comme dans le cas plus simple de l’expression 


d.r 


f - 

dx. x — -j. — fs \ — 1 

traitée (p. 280), la relation 

J ' cot J (x — -j. ) d.r — 2 log sin 

ne détermine pas sur-le-champ, à cause des valeurs multiples 


(*) On a, d'une manière plus générale, 

/ ( ch* — bc' ) x 4- ( nd — ca*)jr •+- nb* — ba' dx . fix ■ b y -f- c 
\oa -T- bjr -r- c x -t- b'jr -+- c') y " a’ x -r- b’ y -r- c'’ 

et l’on doit remarquer les ras particuliers dans lesquels cette intégrale ne de- 
vient indéfinie que pour deux valeurs de la variable. Ils se présentent lorsque 
les droites a x -t- by c = o, «'.r -t- b’ x -f- c' — o se coupent sur le cercle 
1 , ou lui sont tangentes. 
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des logarithmes, l'intégrale définie prise entre des limites 
données x 0 , x„ et j’indiquerai d’abord de quelle manière on 
y parvient avant de supposer x, — o et x, — 2ir. 

Soient 

x = a-i-/i\ - 1 , sinj(x — a) X + ï| — 1 . 


Envisageant X et Y comme les coordonnées OP et MP {fig- 29) 
F jg. 3,,. d’un point M rapporté à deux 

<j ; axes rectangulaires Ox et Oy, 

M , [ je figure la courbe MM' qui sera 

" le lieu de ces points lorsque la 

variable x croîtra de x, à x,. De 
\ ' | cette manière, le rayon vecteur 

Tij t T OM = R et l’angle MOx= 0 se- 

' ront, à partir du point M, corres- 

pondant à x = x 0 , des fonctions continues entièrement déter- 
minées de la variable x. Remplaçant donc cotÿ(x — a) par la 
dérivée logarithmique de 


il vient 


} (x — a) = X •+- Y y — 1 = R (cos 9 ■+■ isinOj, 


\ J cot i(x—x)<lx^j — -i- J r»/-7, 


maintenant on a, sans aucune ambiguïté, 

J C X \ f /R /**, 

I -5- - logOM'— logOM , / M = M O./ - MOx, 

X 0 *' Jx, 

et l’intégrale proposée se trouve déterminée. Mais arrivons 
aux limites zéro et ?.iz; si nous faisons pour un moment 

A — cos h v — 1 = — —, 

!* 

■i.c 

n sinii/— • e*— 1 

B ~ = — TT» 

V 1 


nous aurons 


X = Asiü 5 (x — fi), Y= — Bcosy(-r — f>), 
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d'où 


,:ai.cul intégral 


X’ Y* 

A 1 + B 1 “ 

de sorle que la courbe MM' est une ellipse. Remarquant que 
A est toujours positif, je distingue deux cas, suivant que B 
sera positif ou négatif, c'est-à-dire suivant que b sera lui- 
même positif ou négatif. Dans le premier, je pose 


d’où 




X— A cos?, Y = Bsin?; 


cela étant, lorsque x croîtra de zéro à 2-, cette ellipse sera 
décrite dans le sens direct depuis un point M (Jig. 3o) jus- 
qu’au point M' situé sur le pro- 
longement du diamètre OM. En 
second lieu, lorsque B est né- 
gatif, je fais 


Fig. 3o. 



x — a 
2 


= - — ?> 


ce qui donne 

X = Acoso<, Y — — Bsiny; 


c’est alors du point M au point M' la seconde moitié de la 
courbe qui sera décrite dans le sens inverse. Cela étant, dans 
le premier cas, l’angle 9 croît avec x, et nous avons 


M'Ox — MOr -+- tt ; 


dans le second, au contraire, il décroît, et nous passons de la 
valeur MOxà M'Ox = MOar — z; les deux rayons vecteursOM 
et OM' sont d’ailleurs égaux, ce qui fait disparaître la partie 
logarithmique; par conséquent, en désignant par [b) une 
quantité égale à l’unité en valeur absolue et du signe de b, 
nous aurons 



è y/— ■ ) </.r — îï ( é) y — 1. 


Voici quelques applications de cette formule : 
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Posons 

dans la relation 


). = a / - 1 


asm) . x - ) , x -> K 

— t = cot cot 

cos a — cos x a a 

établie p. 327, et soit a — e*; elle prendra celte forme 


»(»- "’) _ ____ /: 
1 — an cos.r -t- n 1 ' 


/ .r — a.J — 1 ,.r + ai/-i\ 

I COt — COt ) > 


et nous en conclurons successivement pour a<o et *'-> 
c’est-à-dire en supposant «-O et a>i, 

r 4 ** (i-n’)rf.r r î3r (i-tt)dx 

I ,= 2 JI. et / — - — 27 T. 

J 0 1 — an cos-c -t- tr J 0 1 — an cosa -r- fl 

Le second cas se déduit d’ailleurs immédiatement du premier 
par le changement de a en 
Soit encore l’expression plus générale 


cos ma* 
cos) — cosa- 


m étant un nombre entier quelconque; en faisant 

CT 

elle devient 


s"'-’ (1 — as cos) -t- s 3 ) 1 

et contient par conséquent une partie entière qui s’obtient 
ainsi. Je pars de ces deux identités, faciles à vérifier, 

— — r , - sin) -4- ssina) -t- z 3 sin 3 ) s“"’sin (m — a)) 

1 — as cos) -+■ s 3 

„ , sin/n) — ssin(/n — 1)) 


sin) 


: — a s cos) 


1 — as cos) -i s 3 
sin) sin a) sin 3 ) sin/n) 

.2 ' Zi * Zi .M4l 1 

« O O i 

1 ssinf /// -• 1)) — sin/n) 

^ s™*‘ 1 — a s cos) -t z 1 ’ 
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61 je les ajoute membre à membre après avoir divisé la pre- 
mière par s" -1 , et multiplié la seconde par ;" ,+l ; il vient 

(;** -+- i)sitù _ /jx-i-t. z '-’")sinA z ! '”)sinaÀ . - 

‘U azcosX-t- z 3 ) 

■+■ (z -+- z~' ) sin (m — i )i sin /ni 

z [sin ( m i)a — sin ( /» — 0 i] 
i — a z cos a -t- z 3 

et, par conséquent, si l’on remplace s par 1 exponentielle 

e*v nous aurons 

cosm.t sini . cos «A sirw 

= Il ( jt ) -» — ; » 

cos.r — cos a v ' cos a* — cos a 

en faisant 

ll(.r) -r asinicos(/n — i)x -h usinai cos(/n — a)x 
-+- 2sin(m — ijicos.r -+- sin /ni. 

I.e terme constant de la partie entière est sin mi; on en con- 
clura, en faisant comme plus haut, i = « v — 1 » «” •— fl > ce fl u 1 
donne 


X 


l — n”" . I -A- " 

sin/ni ■ r=> cos/wa = — —- 35- 


• 1,r (l — a 7 ) cosinxdx 
■ — a a cosx -r- a 3 


■xita" pour a < 1 , 


et 


J * ‘ ln (l — fl 3 ) COS ftl X <(x ïï 

0 I — 2 « COS x -r- « 3 fl" 


pour 


Je considère en dernier lieu la quantité 


sm'x 


(COSi — C 0 SX)(C 0 S|A — cosx) 

la décomposition en éléments simples conduit d’abord à la 
relation 


sin’x . / . x — i . -r 

[ pao *T ~ T r — . — — I A- A. ( col — — CO t 

^COsA — C0sx)^C0S(A — cosx) V a 2 


en posant 


/ x — i ,r + ‘A 
(col--; cot - ^ — j 


•+■ T)!. 


„ < sin a „ sin a 

= -, ai)îi = — v — 

COS (A — COS A COS A — COS fl 
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Faisant encore 

À — 1, « py — t, n --- > A , b ~ <:*, 

nous trouverons, en nous bornant, pour abréger, au seul cas 
de x <Co, J3 o. 


\ nbf'm'.r ’/.r 

— cas . 1 ' - ir )(l -- aécosx -t- b') 


— 2 TT — (.1, -+- 1*!» ) 4 TT y — * ; 


or on a facilement 

. , i t- -t- U i 

-A» -t- Et!» — - cot — - v 

a a a 


d’où celte formule 


l 1 nb 

i — «b ’ 



'lll rih: 

(i — artcosx a 1 ) (i — aficosx ■+■ b 1 ) 


w 


i — nti 


qui donne un résultat important en développant les deux 
membres suivant les puissances de a et b. Si nous employons, 
à cet effet, les relations 


i m -h i x. 


Sinx V jn • , 

, = > «“sin / 

I — art COSX -r- II Æ* 

sinx V /j. 

\ b cos./; i- ü 1 2/ Sm '" ‘ + - ,) ' r ’ 


où ni et n reçoivent toutes les valeurs entières de zéro à l’in- 
lini, on parvient à l’égalité suivante : 



7 TT 

sin(«i *+* i)xsin(« 


l)xr/x — ir ( i -+- nb -t- a*b' 


dont le second membre ne renferme que les puissances du 
produit ab. Nous avons donc 

C 71t 

I sin/Hxsinrtxrfx = o 
Jo 

lorsque m et n sont différents, tandis qu’il vient, si on les sup- 
pose égaux, 

/* ** 

I sin’/HXrtx n: jr. 

Jo 


Digitizad by Google 


348 CALCUL IN I f.GUAL. 

On trouve d’ailleurs directement ces relations au moyen des 
identités 

2sin«/xsin//x = co.«(/« — n)x — cos(/n -+- n).r, 

2sin ’/wx i — cos intx, 


qui donnent les intégrales indéfinies 

C . , sin ! m — n)x sin I ni n)x 

I sinmxsmnxi/x — — — 

J i{/n — n) 2 ( m f ii J 


sin’mxr/x 


t sin mt r 


4 m ’ 


et, par suite, comme on voit, 


sinz/ixsinz/xc/x = 


r 

O 


sin 1 ni x c/x = iz. 


En pariant de celles-ci 

2 sin/wx cos nx sin ( m -r- n)x -r- sin ( m 

2 cos /m x cos w x — cos ( m -t- n)x -r cos(m 

nous aurons semblablement 

n 

sinmxcosnxr/x = o, 

même dans le cas de m — n, puis 

£ 1 ît /• 2 !t 

COSWXCOS«Xf£r — u, / cos 3 /nx< 7 x — ir. 

J o 

Ces intégrales définies, qu’on obtient si facilement, condui- 
sent, comme nous allons voir, à d’importantes conséquences. 

VIII. Les séries qui procèdent suivant les puissances en- 
tières et positives d’une ou de plusieurs variables ont pour 
caractère essentiel d'être continues lorsqu’elles sont conver- 
gentes, et c’est en admettant celte condition de continuité 
qu’elles ont été employées dans les applications géométri- 
ques, et en particulier dans les théories du contact et de la 
courbure des lignes et des surfaces. Mais l’Analyse conduit à 
des séries d’une autre nature, qui, tout en restant convergentes 


f 


— Il) X, 
II) X, 


Digitized by Google 



PREMIERS PRINCIPES. 34q 

atin d'avoir une limite déterminée, ne sont plus nécessaire- 
ment continues, et peuvent, lorsque la variable croît par de- 
grés insensibles, représenter diverses successions de valeurs 
appartenant à des fonctions de formes tout à fait différentes. 
Un premier exemple en a déjà été donné, p. 284, et nous 
avons vu qu’en faisant 


on a 


/(■*•) 


sin.r -+- 


sin3x 

T~ 


sin.5.r 

" " 


/(*) = 


ir 

4 


lorsque la variable est comprise entre mit et (an 1 )tt, tan- 
dis qu’on obtient 

/<•*)=-! 

quand on la suppose comprise entre (an — i);r et inr., n étant 
un nombre entier quelconque. Or ce résultat se rattache à 
une formule générale donnant un nouveau mode d’expression 
des fonctions d’une grande importance en Analyse, et que je 
vais indiquer succinctement. 

Soit *{x) une fonction donnée entre les limites x = a, 
x = b, avec la seule condition d'étre toujours finie; la sui- 
vante, 

/(x) = S 


le sera de même depuis x — o jusqu’à x — 277, et l'on prouve 
qu’elle peut se représenter de la manière suivante : 

/(x) A, -+- A, cosx -+- AjCOsax A„,cos/«x 

-1- B, sinx -+- B, sinax -+- . . . -i- B m sin/wx -t- . . . ; 

voici maintenant, la possibilité du développement admise (*} 
comment se déterminent les coefficients. Le premier s’obtient 
en multipliant les deux membres par dx, et intégrant entre 


(*) Je renverrai pour la démonstration rigoureuse au Mémoire célèbre de 
Dirichlct, sur la convergence des séries trigonométriques qui servent à repré- 
senter une fonction arbitraire entre des limites données ( Journal de Crelle, 
tome 4 , p. *57 ). 
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les limites zéro et 2-; ayant, en effet, 


J |»*« /* 2 Tt 

cosmxtlx = o, / sin»»xrfx = o, 

l> «/O 


il vient ainsi 



J opère ensuite d’une manière analogue en multipliant suc- 
cessivement par les facteurs cos mxdx, smmxdx -, les rela- 
tions précédemment établies p. 348 , à savoir 

/» 1 TT /» 3 TT 

I cos/mxcos«x</x = u, 1 cosmxsinnxt/x = o, 

«. ’o «.0 

montrent que l’intégration entre les limites zéro et 27: élimi- 
nera tous les coefficients de la série, sauf A m et B„, qui seront 
respectivement multipliés par les quantités 

/» »5T /> lï 

I cos 7 mxdx = -, I sin J /«xr/x — r, 

«.'o «/ o 

et nous trouverons, par conséquent, 


/•n /• 2 ît 

ît.\„= / /(x)cos/«xr/x, 7 tB„ - f /(x)sin»jxf/x. 

«-'O «.'o 

C'est cette expression de A„ et B,„, au moyen d’intégrales dé- 
finies, qui donne le moyen de s’affranchir de la condition de 
continuité que suppose absolument le mode de détermination 
des coefficients de la série de Maclaurin 

/(*) - /(*.) + --•/'(•*•.) + ~^~f" (x.)-r .... 

où figurent toutes les dérivées de /(x) pour x = x 0 . D’apres 
la nature même de l’opération d’intégration, rien n’empêche, 
en effet, d’admettre qu’entre les limites zéro et 2-, et dans 
un nombre quelconque d’intervalles de zéro à x,, x, à x,,..., 
x„_, à 2 7 r, f (x ) coïncide successivement avec n fonctions dis- 


Digitized by Google 



PREMIERS PRINCIPES. 


35 1 

lincles f(x),f,(x),...,f n {x), les expressions des coefficients 
devenant alors (p. 223 ) 

r x i , /*•*', /»air 

/.(*)'**- h f,(x)t/x-h...-h Qx)dr, 

• o Jx, Jx._, 

wA »= / !/I(-*)cosmx<£r-H f y,(x)cosmxrfx-i-...-b f ’f [x)eoa mxdx, 

Jn Jjc y »/*_, 

j *- r * /’- r i r x, 

f,(x)iinmxdx-t- / f 1 (x)sinmxdx-h...-h / Y(.r)sin;wx<£r. 

Une circonstance qu’il importe aussi de ne pas omettre, c'est 
qu’à la limite de séparation de deux intervalles, pour.r=.r, 
par exemple, la série ne présente point l’ambiguïté de la fonc- 
tion et a pour valeur !■[/,(*,)+/;(*,)]; mais je me bornerai 
à énoncer ces résultats et à en'faire l’application au cas d’une 

fonction f[x) successivement égale à + 7 entre x = o 

4 

7 T 

x = n, et à — - entre x — tt, x == 2ir. O11 trouve alors immé- 
4 

diatement A,= o; observant ensuite qu’on a 


X 


7T 

cosmxt/x = o, 


r 

•- JT 


eos mxdx 


o. 


nous en concluons semblablement A„^o; enfin les expres- 
sions 


r* . , I — COS/wir /•Jw 

I biamxdz = , / sin/W-rrZr 

Jo J* 


C0SW7T I 


donnent 


1 — COS m jr 
r B — 2 > 


et l’on retrouve bien la série 


f(x)= sinx ■ 


sin3.r sin5.r 


comme nous l’avions obtenue par une autre voie. 
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De l’intégrale 


/ 'tP*f(x)dx. 


I. Je me fonderai sur celte remarque que l’expression 




du 

'dx 


(Pu 

- 7? 


d n tt\ 
'dx " /’ 


où « est une fonction quelconque de .r, prend, si l’on pose 
e“ x u — v, la forme suivante 




X. 


dv (Pu 

dx ~ 3 rfx’ 


X. 


d”i’ 

dx"' 


En effet, nous avons successivement u — e—**v. 


du 

dx 


f — fo »» 



(P(l 

7? 



dv (Pi A 

1 "‘ dx ' dx 2 ) 


et la substitution conduit au résultat annoncé, les quantités 
A , -A.,, . . . ayant ces valeurs 


X 

A>, 

A, 


= A — A,w -i- A ,*) 3 
— A, ■+■ a A jM -- 

- K — 3AjW ■+•... 


— A 3 W J -r . . . , 

* dvP ’ 


f/« * 


qu’on obtient directement comme il suit. La fonction u étant 
quelconque, faisons en particulier u = e**, on en conclura 
v = e<“ + *> r , et la relation 


S 


+■ A 


du (Pu 
de ‘ 3 dx‘ 


. . . -+- A, 


.loi’ 


i d* i 

et>, ~r~ ~f ' t 

1 dx 


(Pu 

ZP' 


(Pv\ 
d?) 
(P v 

•St? 


donne ainsi, après avoir supprimé dans les deux membres le 
facteur exponentiel, 

A -+• A , h 4 - A 3 /i , -^-...-^-A„//■ 

,V ,t> t ( U ■+" fl j ~t~ Ai, ( W + Il J 3 *+- ...-+- ,ti fl | W — f- /j)*. 
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Changeons maintenanl Aen h — w, nous en concluons 

A -H A, ( — W -4- //) - f- A, ( — 01 -4- h ) 3 -4- . . . 

•+- A„ ( — o> ■+- h )" = A “4*- «.A, h - 1 - fcV 3 /i a ■+• ... -4- /i", 


et l’on voit que le développement du premier membre suivant 
les puissances de h donne bien pour les coefficients A, 
A,,,... les valeurs précédemment obtenues. 

Cela posé, nous tirerons de la décomposition en fractions 
simples de la fraction rationnelle f[x) la transformation sui- 
vante de l’expression e“*f(x). Soit, à cet effet, en désignant 
la partie entière par F(x), 





) 


ou plutôt, après avoir modifié convenablement les constantes 

^1» • • • » Anj 


/(x) = F(x) + 2A(x- fl )- -4- 


<t n f.r — n) 

l * ctir 


t 


je ferai, d'après la remarque précédente, 


c*“|^A(x — fl) -1 


r/( x — fl) -1 


dx 

V4r L 


i /"(x — fl 

1 </j" 




= A[e"(x -a)" 1 ] -4- X, —[^(x - a)-' J + [e“(x-fl)-'J. 


Or, en ajoutant membre à membre les relations de même na- 
ture qui correspondent aux divers groupes de fractions 
simples, on trouvera celte expression : 

«"'/"(x) = e“ x F(x) -4- ï»to[c"(x — a) - '] -4- IJt, 'j c [«“(x — flj -1 ] -i- . . . 

ptéX 

où les quantités - ■ — se montrent comme ayant, à l’égard de la 
fonction transcendante e ux /(x), le même rôle d’éléments sim- 
ples que les fractions— — — par rapport à la fonction ration- 
1 r# Partie. 3 3 
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nclle/i-r). Il cil résulte que l’intégrale /• ' *f(x)dx se trouve 

exprimée d’une part au moyen de celle-ci j e'“¥(x)dx, pré- 
cédemment obtenue, p. 258 , sous cette forme : 

r , F'(.r) F'(x) 4. 

j [- u ’ ■ J ’ 

en second lieu, par les expressions également explicites 

-«)"'] 

et enfin par la quantité 

IX J e**[x — a)-' (U', 

où figure au fond, comme nous allons voir, une seule et 
unique transcendante. Soit, à cet effet, pour un instant 

Ce 'dz 


en faisant 
on aura 

d’où 


* — w(.r — a), 

ç[»(x-«)]- x _ü~' 

J x — a 


et par conséquent 


2.1. ('——^lXe M °<f[v[x—n 

J x — a 


)]• 


/ 


La transcendante s ' * on ^ a ‘ l e ‘ — x ’ P ren( ^ * a ^ orme 


A*— et reçoit la dénomination de logarithme intégral. On 

«/ log^r . 

a démontré l’impossibilité de la représenter par des com- 
binaisons en nombre fini de fonctions algébriques, loga- 
rithmiques et exponentielles, d’où résulte qu’on doit l’en- 
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visnger comme un élément analytique sui generis, dont la 
notion première s’est offerte, ainsi que celle des transcen- 
dantes elliptiques et abéliennes, par la voie du Calcul inté- 
gral. Mlle a été l’objet de nombreux travaux, mais nous nous 
bornerons à mentionner à son égard une propriété singulière 
qui en montrera le rôle dans l’Arithmétique supérieure. Elle 


consiste en ce que l’intégrale définie / j-^- donne approxi- 

mativemenl la valeur N du nombre des nombres premiers 
compris entre a et b, l’approximation étant d’autant plus 
grande que b est plus grand par rapport à a, et étant ainsi ca- 
ractérisée que la limite du rapport de l’intégrale au nombre N 
est l’unité pour b infini. 


II. Il existe une infinité de cas dans lesquels l’intégrale 



dx s’obtient sous forme finie 


explicite; il 


suffit 


pour cela que les diverses constantes X s’évanouissent. 
J’ajoute que ces conditions sont nécessaires si l’on veut que 



x )dx s'exprime au moyen d’une fonction rationnelle 


multipliée par e*. II est aisé en effet de reconnaître l’impos 
sibilité d’une relation de la forme suivante : 


J x a 


’3{x), 


f(x) étant en général une fonction algébrique, car en faisant 
x — a -+- A, et développant suivant les puissances croissantes 
de h, le premier membre contiendra la quantité A.e“* log/», et 
aucun terme logarithmique ne pourra dans l’hypothèse admise 
provenir du second membre. On voit par là toute l’impor- 
tance des constantes *C; aussi nous allons en donner une dé- 
termination nouvelle, en déduisant à la fois et directement de 
la formule 


(“/( x) e w F (x) h- 2 •&[«-*“ (x — «)”'] -+- 2-t, ^ — n)~'] — ... 

le groupe des coefficients »^’l »•••» 

• 23 . 
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Soit à cet effet x=a + h; développons, comme tout à 
l’heure, suivant les puissances croissantes de h, et, en n’écri- 
vant que les puissances négatives, posons 


e'*f(a -+• h) = A/j 1 
d’où, par conséquent, 


dlr' 

A| ~,U7 ' r 


dh-' 

’ltïF 


*+■ A) = e- (AA- + A, ^ + A, 


Or, dans le second membre, les termes en T » ne 

h h 3 

peuvent provenir que de la quantité e“( x — a)~‘ et de ses dé- 
rivées, qui donnent, en effet, en négligeant les puissances 
positives, 

c“ t (t — n) -1 = c“"/r' , 


d r „ 


■ j -- 
■] = «“ 


, ^/A-' 

rfV/- 1 

dit 3 


attendu que la dérivée de h par rapport à x est l’unité. L’ex- 
pression suivante 


Xh 


dh ' 
^'~dh 


d*h~ 

1 ,1/7 



représente, par conséquent, la portion du développement du 
second membre qui renferme les puissances négatives de h, 
et l’on voit qu’on a 


A — A , — A j , A, — A,,. 


Soit, par exemple, 

/(*)=('“) (•-£)’ 

et prenons 

W - — (2 -f- b | 


on multipliera le développement de l’exponentielle 

c( >+ *>* = i-t- (a -+- b)h -+■ [a -h b)’ — + . . . 


par la quantité 



n -b b 
nbh 


l, 
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ce qui donne 


Aa+b)h 


m = 


abh 2 


n* -+- b 1 
%ab 


35 7 


Or le ternie en j manquant, nous sommes assurés que l’inté- 
grale est possible sous forme finie explicite; on a en effet 

de = *<«*»' , 

et l’on trouvera semblablement 



3 3 \ / 3 ^ 3 \ 

flx^nV/ \ bx ' b‘x‘) 

dx 

p(«t-4-è)jr 

3(a J -+- b , )r u + t)l 3 d 


u -j- b 

ia‘b * x i<ïb‘dx 

L - J 


T 1 3 3(a-^-6) 

3 1. 

[_a -t- é «6x 1 a^b'x* 

d'h' x* J 


III. J’ajouterai succinctement, en vue des intégrales 

J cos «x/(x)r/x, J' sin«x/(x) r/x, 

les conséquences auxquelles conduit la relation générale 

— e*“F(x) -h 2„V,[<*"(x — «)"'] +■ • •. 


lorsqu’on y change w en W V— >• En supposant pour plus 
de simplicité que dorénavant w soit réel, ainsi que/(x) et les 
quantités a, je remplacerai les coefficients X, X„... par 

•t. -+- x’ V— * » X, + X’,^— Cette équation donne alors 

les deux suivantes : 


cos wx/(x) = coswxF(x) -+- 2X[coswx(x — a)" 1 ] — 2*V[sinux(x — a) -1 ] 
■+■ s [cos.*(* -.)-•] - ïA',^[sinwx(x-fl)-'] 


sin wx/(x) = sin wx F(x' 

d 
1 ilx 


tX[sinwx(x — /ï) '] -+- 2,V[coswx(x — n)~'] 


»t», j- [sinwx(x — a) -1 ] -(- ^ [cos»x(x — a) -1 ] 
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On voit donc que les intégrales 

J coswx/(x)»/x, j sin«x/(x)f/x 

s'expriment en général par les transcendantes 

/*cos uxilx Ç sin«xr/x 
J x - a J x — a ’ 

qui elles-mêmes se réduisent à celles-ci : 

/ COS Ce/; /*sin zrlz 

2 -’ J-.— 

Nous voyons aussi qu’on obtiendra à la fois pour l’une et pour 
l’autre des valeurs sous forme finie explicite, lorsque les di- 
vers coefficients A, et .1/ s'évanouiront. Or, -t- «*»' y — i étant 

le coefficient de -dans le développement de 

e“ hv ~'f(a + A) = (cosojA -t- y/— i sin«A)/(a-+- h), 

il en résulte qu’en supposant réelles, comme nous l’avons 
admis, les quantités w et a, ainsi que la fonction f(x), X et 
X' seront aussi, à l’égard des fonctions 

C 0 iuhf(a -h h), s\nu/if(a -t- h), 


les coefficients des termes en -j • 

h 

Soit, comme application, l’intégrale 

C( sinax\ / . sin b.r\ . 

J v cosoj - -«x- ) \ cosbx 

j’écrirai d’abord 


^cosflx - 

sintf.r\ 

1 ma ii t — 

sinix\ 


a jc J 

1 VvO 1/ «A 

bx ) 


= cos (a 

-+- *) r [ 

, 2_1 

— fil n 1 n i . 

, . a -h b 

ê x— j-— 

' aux 

«éx’J 

Bill ^ •« ^ 

-t- COS(<7 

-é)x£ 

1 "*■ flép] 

-+- sin(a — 

" — b 

b ^~ab7 
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el nous serons conduits à une combinaison linéaire des quatre 
quantités 


-+■ b)xdx r sinf<7 + b)xdx Ccos [a — b) xdx /Vin (a — l>)xtlx 


/ CO s(«-h b)xdx f sir 

x’ J 


f 


F* 


dont aucune ne peut s’obtenir, l'expression proposée s’expri- 
mant néanmoins sous forme finie explicite. Supposons en 
effet, dans les formules précédentes, 


/(•*■)= --3) 


on aura 

ros( 


a b) x , , , sin (a x- b I x d rcosf/7 -+- b)x H 

= -(«+-*) — — E |_ — * — J’ 


puis, en changeant b en — b, 

CO*(a — b)x , , . sin la — b)x d Tcos(« — b)x ' 

■ — ? — --(«-*) — eL — x — . 

Il en résulte, en intégrant, 




b)x 


-+- [a -f- b) 


sin {a — b)x 


] 


dx — 


cosf a ■+ b\x 


/T cos [a—b)x . , sin la — b) x *1 

J [ (a-b) J dx=- 


cosfrt — b)x 


et par conséquent ce résultat 


Cl sin/?x\ / , sinéxX , 

a J I cos«.r J l 003 "* blc~ ) 

sin(«r-t-A)x cos la -+- b)x 
a -r- b abx 

sin (<7 — b)x cos(/i— - b)x 

a — b abx 


C’est le cas le plus simple d’une proposition générale con- 
cernant les réduites successives 


x 3x i5x — .r* 
i ’ 3 — x 1 ’ i5 — 6x ,) 
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de la fraction continue de Lambert 


tangx — 


X 



Soit en général - la n iimt réduite, P et Q étant des polynômes 
entiers en x, et posons 


Pcosx — Qsin x 


l’intégrale f y(ax)y[bx)dx 


pourra toujours être obtenue 


sous forme finie explicite. La fonction <p(x) donne aussi ce 
résultat 



Psin.r - Qcns.r 
Pcosx — ysinx’ 


c’est, sous une forme très-simple, la valeur d’une intégrale 
que nous n’avons point de méthode pour aborder, car elle 
n’appartient à aucune des catégories considérées jusqu’ici; 
on verra comment on y parvient facilement, dans la seconde 
partie du Cours. 

Je remarquerai enfin que, en désignant par F(sinx, cosx) un 
polynôme entier en sinx et cosx, l’intégrale 


/ 


F(sinx, cosx) f[x)dx 


rentre dans celles que nous venons de traiter, ce polynôme 
pouvant être transformé en une fonction linéaire des sinus et 

/ si n" x 

dx, 

par exemple, étant d’abord, abstraction faite d’un facteur 
constant, mise sous la forme 


f 


. , rf"(x-M , 

sin'x — — ax, 
dx m ’ 


sera immédiatement ramenée, au moyen de l’intégration par 
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/ 


(/"sin’x <lx 

l/jf X 


Or 


r/"sin n x 

tix"‘ 


est une somme de cosinus ou une somme de sinus 


de multiples de x, suivant que m H- n est pair ou impair; dans 
le premier cas, l’intégrale se réduit donc à C c - 0S ^-— , et dans 


le second à 



De l 


intégrale J ( 


sinx, cosx)f/x 


l. La propriété caractéristique de la transcendante 

r“'/(sinx, cosx), 

où /{sinx, cosx) désigne une fonction rationnelle de sinx et 
cosx, consiste en ce qu’elle se reproduit multipliée par un 
facteur constant e iu ", lorsqu’on y change xenx + 2rr. Elle se 
rapproche ainsi des fonctions périodiques, et le procédé d’in- 
tégration résultera encore d’une décomposition en éléments 
simples, qu’on obtient comme il suit. Je pars, à cet effet, de 
la relation générale établie p. 223, à savoir 

/{sinx, cosx) = n{x) -t- <l>(x) ; 

elle nous donne dans la fonction proposée une première par- 
tie e'* , ll{x), qui en sera semblablement regardée comme la 
partie entière et dont l’intégration est immédiate. En effet, 
H(x) étant composée linéairement des quantités cos kx, 
sinkx, il suffit d’employer les formules obtenues p. 25 g, 

fe-costxd* = 

/VsinXxrfx = -*«»*_£). 

J m' ti‘ 
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Maintenant nous parviendrons aux éléments simples, propres 
j la nouvelle transcendante, en appliquant la relation de la 
page 352 à la seconde partie e"<ï>(jc), c’est-à-dire aux quan- 
tités suivantes : 


C“ el.COt - [x — x) 
2 


rlv Ot f.r — *1 
1 ~dx 


f/“COl S (x — 2)1 

X - ,U> J’ 


qui, en conséquence, prendront cette nouvelle forme : 



eot - ( .r — 

2 



col - (.r — 
2 

. t , 

cot - (x — 
2 



Or, en faisant la somme d'expressions semblables, pour les 
différents systèmes de valeurs constantes X et a, nous trou- 
verons pour formule de décomposition 


c“*/(sinx, cosx) 


f“n(x) ■+■ 51 

f" cot- 
2 

(x-x) 


é^COt - 
2 

-+- 13 

e**cot - 
2 

(x-p) 

* *é| 

c ,iXJ cot - 
2 

-f 

coti 

2 

(x — X) 


c"cot - 

L a 



C’est, à l’égard de notre fonction, l’équivalent de la décom- 
position en fractions simples des fractions rationnelles; les 
quantités qui jouent le rôle d’éléments simples étant 


<. ,ux cot ^ (x — a), e“col^(x— P),..., c"cot^(x— >), 

il en résulte qu'en faisant pour un instant 

ç(x) = J' c*“ cot ^ xdx, 


l’intégrale 


j % c“ r /(sinx, cosx)r£r 


sera exprimée, d’une part, par la somme 

5le“*y(x — a) -h Î3f“?<p(x — P) -h. . ,-e £c" l flx — 1), 
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Pt, de l’autre, au moyen de fonctions explicites de la variable. 
Les conditions 21 = o, 13 = o, . . ., f -• o sont donc suffi- 
santes pour que la partie non explicite disparaisse, et la valeur 
même de l’intégrale sera connue au moyen des divers coeffi- 
cients 21,, 21 î?„ 13, Il importe donc d’en avoir une 

détermination directe, et on l’obtient comme il suit. 


II. En ayant en vue, pour fixer les idées, le groupe des 
quantités 21, 21 2l„, nous ferons x = a. -+- A dans la fonc- 

tion proposée, et développant suivant les puissances ascen- 
dantes de A, nous représenterons les termes affectés des puis- 
sances négatives de cette quantité sous cette forme 


e“( < “* ) /[sin(a -f- A), cos ( x 

4-/,)] 

~ e-« (\/r‘ •+■ A, d -ÎÇ- -f 

\ dit 

^ . d'h -\ 

Or la relation 


e“ r /(sinx, cosx) 


= f"II (x) -t- 31 j"c“ x cot ~ [x — i) J 

4-2l 1 ^[c- c °ti(x-«)] 

-+ Î3 |V** col i (x — £) J 

+ S,^[^coti(x-^] 


montre que, pour x = a + h, la partie suivante du second 
membre, savoir 


21 ^•“coti (x-a)J ■+• -31, col ^ l*-*)] 

sera seule à donner des puissances négatives de A. Maintenant 
on trouve 

c“cot i (x- a) = ^ -p au — g + ...), 

puis, abstraction faite des puissances positives, 


Si col î (*-«)] 




d'h-' 
tUf ' 


la dérivée de A par rapport à x étant l’unité; nous en con- 
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durons que l’expression 



représente dans le développement du second membre tous 
les termes contenant des puissances négatives de h, de sorte 
que l’on aura 

Pour faire une application de ce résultat, nous considére- 
rons la fonction 



qui devient infinie pour la seule valeur x = o, de sorte qu’il 
suffira de la développer suivant les puissances ascendantes de 
la variable. Or on a 




6 


■ x . . . 


et pareillement 

/ i jA i 1-4-66’ 

e bl b cot- ) = 1 

\ 1 X/ X IA 

d’où, en multipliant membre à membre, 

e (~»)*( fl _I c °tî) (fc — Icot^=p-f-.. 



Le terme en — manque, ainsi A = o; mettant ensuite — sous 
x x 

d (x 1 ) 


la forme — 


dx 


-, on en conclut A, = — i ; par conséquent 

ü = o, J31, — 


Maintenant nous devons calculer la partie entière II(x) de la 
fonction 


(‘ 
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qui est simplement une constante. Or on a, d’après la règle 
établie, p. 328, 

6 = + H= (a-i v /-7)(6-i^7) i 

donc 


et nous obtenons, en conséquence, la relation 


_ L cot 5^ ^/, _ I Col i^ — ^ 


d’où cette expression sous forme finie explicite de l’intégrale 
du premier membre, savoir 




dx = e^>* 


[ 4 n l> — 1 
4 (" ■+■ b) 



Ce résultat est le cas le plus simple du théorème suivant, au- 
quel nous serons amenés dans la seconde partie du Cours. 
Soit, en désignant par n un nombre entier quelconque, 

F(*) -(X -!)*(* + l)-* ~ [(X — 1 )~— ( X -I- 


il est aisé de voir que F(x)est un polynôme entier en x et 
en a du degré n; cela étant, je représenterai par 3 (x, a) ce 
qu’il devient en y changeant x en x\j— 1 et a en ay — 1 , sup- 
pression faite du facteur [<f— « )”. On aura ainsi pour n = 1 


^ (x) = a(x — a), 

pour n — 1 

£ (x) = 4(3x* — 3«x 4- a J -+- 1 ), . . 

or l’intégrale 


^ ^cot î, a -T ^col a b'j dx, 
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ou encore celle-ci, qui s’y ramène, 


J 


(colx, a) j (cotx, b)dx, 


s’expriment toujours sous forme finie explicite. 


De l’intégrale 


I 


/(sin.r, cosx)/ ( (x)</x. 


I. Je supposerai que /( sinx, cosx) soit une fonction ra- 
tionnelle de sinx et cosx, et /,(x)une fonction rationnelle 
de x sans partie entière; faisant ensuite, pour abréger, 

?(•*•) =/(sinx, cosx )/,[x), 

nous éviterons la considération de l’infini à priori, comme il 
s’olfre dans l’expression proposée 



Ç/(x)(/x, 


en la remplaçant par celle-ci 



r> 

y[x)<l.r. 


et cherchant sa limite lorsqu’on fait croître indéfiniment t 
et ri. En adoptant en outre pour ces quantités ces formes 
particulières 

C = 1/Hlt, >) = a (« -4- i) JT, 

où m et n sont des nombres entiers, je me fonderai sur une 
transformation remarquable et importante qui a été donnée par 
Legendre dans les Exercices Je Calcul intégral, et par Poisson 
dans son Mémoire sur les intégrales déjinies ( Journal île l’É- 
cole Polytechnique, XVII e cahier, p.63o). Elle consiste à dé- 
composer l’intégrale en une somme d’autres de même forme 
dont les limites soient des multiples consécutifs de i~, en 
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/ ? ( - r ) dx - / v(.r)d 

J — 2 mit J — irait 
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/* -S(/«— 2) S 

I y(xp/x-I-... 


l ( m — 1 }ît 
/• O /» ÎT 


/ y(x)</x-+- / y(x)</x 

*/ — 27T t/ O 

,* 4 t ,» 2 (n-t-i);r 

/ y(x)*/x-i-... +- I y(x)< 7 x, 

*/ n J mit 


ou bien, pour abréger, 

2 {/I-+-i)t 


x: 


*(x)«<.=2 / 

Jtr= — m 


A -f- n , . 


iA;r 


y(x)rfx. 


Cela étant, nous ferons dans le second membre x r, 

ce qui donnera 

/»l(A-t-l)ît ,»3ÎT 

I y(x r/x = / ?(î + aX-)r/z, 

Jïh-x J o 

et, par conséquent, 

* 1- « 

» -s- 1 1 n -t- 1 ) ir 


„ />n 

y(xKc=Y / y(*-+-a*jr)r/s, 

- 2 m t . «/ O 


ou encore 


/•+ 2 >Tl)l /• 2 T 

/ <f(x)Wx = / *(•*)'/•*, 

t/ — 2/«* •/ O 


en posant 


t -4- n 


■I'(x) = ^ if (x -i- aXrr). 


Nous rencontrons ainsi l’expression analytique d’une fonction 
périodique qui a été indiquée dans l’Introduction, p. 43, et 
sous la condition qu’cn faisant croître indéfiniment m et n 
la série 

<t>(x) - y(x) -h y(x ■+■ i-n) -h y (x -P- a/i;r) 

-t- ç(x — an) - . . . y(x — amir) 
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soit convergente, nous aurons 

<I>(x -+- a-) — 4>(x). 

Or celte transformation donne la valeur de l’intégrale définie 
proposée; je dis, en effet, que <J>(x) s’exprime par une fonc- 
tion rationnelle de sinx et cosx lorsqu’on suppose, comme 
nous l'avons admis, 

? (x)^/(sinx, cosx)/,(x). 

II. Je me servirai pour le faire voir de la formule suivante, 
qui sera démontrée dans le Cours de seconde année, savoir 

A — - 4 “ fl 

1 I . X I . ri X -4- TT X — 7T 

> — — - cot - -i log — h — - — ■+- — h . . . , 

jUd x -h an 7 t a a ir, l\m- 

A = — m 

où les termes non écrits contiennent en dénominateur le 
carré et les puissances plus élevées de m et n. Elle fait voir 
que la série du premier membre appartient à l’espèce des 
suites semi-convergentes, de sorte qu’elle ne représentera 

- cot - qu en supposant le rapport — égal a 1 unité pour m et 
n infinis. Mais, en général, soit k la limite de la constante 

— log — lorsqu’on fait croître indéfiniment m et n, ce qui 

27 t n 

donnera 

* "v" '—jr = i cot - -H 1 ; 

Jmà X -h % An 2 2 

A — — m 

nous remarquerons que cette quantité disparaît dans l’expres- 
sion des dérivées successives du premier membre, qui sont 
ainsi des séries absolument convergentes, dont la formule 
nous donne les valeurs, à savoir 


À = 4-fl 

d{x aAn)~ 
dx 

k m 


, X 

rfcot - 

i a 

a dx ’ 


Jt = +fl 


■P[x -t- a kit) 
dx 1 


d ' cot - 
i a 

a dx* 


Cela étant, il suffit d’observer qu’ayant, par la décomposition 
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en fractions simples, 

/ (*) = 2ï^" H 2{7-*)' + fx— " « )• 1 

ou plutôt 

/ w =2A(x-,r+2A 1 aï^^... + 2 1 .ï!i^t:, 

on en conclut sur-le-champ 


A= •*-/#« 

!/■ 

k~ - m 


>-♦-»**) ^2 A + î 2 Acot î (x - *)+î 2 A - — * fx ~ *' 


f/jT 


-•*ï 2 


ri . rf*cot, L (.r — 3) 


iL c" 


Nous obtenons ainsi une fonction rationnelle desinxet cosx; 
or, ayant <p(x)=r/(sinx, cosx)/(x), d'où 


k = 4 - n 


*(*)=/( sinx, cosx)^ /(x-t- aXir), 


k~ - m 


on voit que $(*) est aussi une expression de môme nature. 

J /1 27V 

$(x)dx, à laquelle se trouve 

a 

ramenée la proposée, la quantité indéterminée ~k a pour coef- 


ficient 


/» 31t 

SA I f(sinx, cosx)>/.r; 
J 0 


elle aura donc une valeur entièrement déterminée sous l’une 
ou l’autre de ces deux conditions 

J C 37C 

/( sinx, cosx)fi£r = o. 

0 

Il ne sera pas inutile, avant de faire des applications de ce 
résultat, de présenter sur l’intégrale indéfinie 


1 ” Partie. 


J /'(sinx, cos x)f l [x)tlx 


24 
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3^0 

quelques remarques qui montreront comment elle diffère de 
celles que nous avons précédemment considérées. 


111. Soit, en partant de la formule de décomposition en 
éléments simples, 

/(sinx, cosx) = Tl(x)+ 4>(x), 

nous en conclurons 


j /( sinx, cosx)/(x)rfx 

or la première partie 

f n(x)/,(j)r/x 


nous est déjà connue, et il a été établi ( p. 358) qu’elle s’exprime 
au moyen de fonctions explicites et des transcendantes 


/ 


COS nixr/x 
x — a 



sin/«xr/x 
x — a ’ 


m étant un nombre entier, et les quantités « désignant les ra- 
cines du dénominateur de f(x) égalé à zéro. A l’égard de la 
seconde intégrale 

J «’M/iM'fr, 


nous ferons, en admettant pour plus de généralité une partie 
entière, 


/(*)= F(*) + ïA(x SA 


ri[r — 

lîi 


SA. 


rf* (x — a)- 
djf 


et elle se trouvera décomposée en termes de ces deux formes, 
savoir 


/ /• r a \-< 

F(x)*(x)<£r et J ^ *(x)dx. 


Ces deux termes se décomposeront eux-mêmes, si l’on emploie 
la formule 


«1> (,r) = Sitcot^ (x — a) 


rfcotjfx — a) c/’eot-jÇx — 17) 

’• dJc dï + 
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dans les suivants : 


371 


5 


F(x 


d" cot ; ( 


dx" 


' dx, 


f 


d m (. r — a )" 1 d"cnl\{x — n) 


dx m 


dx H 


dx. 


On lire enfin de l’intégration par partie, c’est-à-dire de la re- 
lation 


C d"V r 


v f/ ” U / 

V 7Z7 - dx 


(p. 257) une dernière réduction donnant, d’une part, des fonc- 
tions explicites de la variable et de l’autre les intégrales 



,d"F(x) 



d m+ "(x — q)-‘ 
t ùê"+" 


dx. 


Les éléments simples auxquels nous sommes ainsi amenés, 

d n F ( JT ) 

si l’on observe que — est un polynôme entier dont le 

degré peut être quelconque, sont donc les divers termes de 
ces deux séries : 


J'col'-^x — a)xdx , ^cot ~ (x — a) x'dx, ^Cut ^ (x — a) x*dx,..., 


f 


cot{ ( x — n)dx 
x - 


I cot - [X 
cot X — fl ) fit 


dx /cot X- 

! J 


/ 


COt^f-r- a)dx 


(*-«)' 

dont les uns rappellent la forme analytique des intégrales el- 
liptiques elabéliennes de première et de seconde espèce, les 
autres celle des fonctions de troisième espèce (p. 296). Mais 
on ne connaît entre eux aucune relation qui permette de les 
ramener les uns aux autres, et ils constituent sans doute des 
transcendantes distinctes. Nous voyons par là combien l'inté- 
grale 

J f[ sinx, cosx)/,(x)</x 


est d’une nature analytique plus complexe que toutes celles 
dont nous nous sommes déjà occupés; toutefois, les calculs 
par lesquels nous la réduisons généralement aux éléments 
simples définis précédemment en donneront la valeur sous 
forme finie explicite lorsqu’ils disparaîtront du résultat. On 
en tire aussi celte conclusion, que l’intégrale définie prise 

24. 
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entre limites — ao et -t- oc dépend uniquement des quantités 



COfm.rrf.r f + x &\n m T rlx 
x—z ’ jt — a 


/» 4-00 
f — 00 


I <i'[ x — a) 1 

COt-(x — «) — — <lx, 

a rfx" 


en excluant l’intégrale / cot-(.r — oc)x“dx, qui est ame- 

J — 00 2 

née par la partie entière F(x) de la fonction f(x), et dont la 
valeur serait infinie ou indéterminée. Or on peut leur substi- 
tuer, comme nous avons vu, celles-ci : 


i 

a 


i : 


cos mx cot - (x — a)rfx, 


î r ** i 

ïJL 


sinmxcot i(x — z)dx, 

i 7 ”cot}(.r — a) 

~‘r/x«~ ’ 



dont voici la détermination. 


IV. Nous considérerons en même temps les deux premières, 
et j'appliquerai, comme s’il s’agissait d’obtenir les intégrales 
indéfinies, la méthode générale exigeant qu’on mette sous la 
forme II(x)-r$(x) les fonctions 


cosmxcot -(.r — a), sin/Mxcot - (x — a), 


afin de donner un dernier exemple de ces transformations. 
Formant pour cela la combinaison 

cos mx cot ^ (x — «)-+- y/ — i sinwxcot ^ (x — <7), 


dont la transformée en z = e x 'f-' sera 



v — >, 


si l’on fait a = e ‘^-' , nous n’aurons qu’à extraire la partie en- 
tière de la fraction en écrivant 


z -+- a 
z — a 


K? 1 -+- 




z — a 
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Qu'on remplace maintenant z et a par leurs valeurs, la quantité 

7 n m+ ‘ 

par 

z — a r 


— <T j^i 4- yj — i col ^ (x — n)J> 


en égalant les parties réelles et les parties imaginaires, il 
viendra aisément 

cos/mx cot - (x — a) — sinwx — asin[(/M — i)x ■+- «] 

— 2 sin [( m — a) x a«J — ... — a sin [x 4- (m — i )o] 

— sin//w 4- cos nw cot ^ (x — a), 

sin ///x cot (x — <i) = cosmjx 4- a cos[(mj — i)x 4- m] 

4 - acos[( m — a)x 4- 2/ï] 4- ... 4- 2Cos[x 4-(mi — i )//] 

4- cos ma 4- sin/M/jcot - (x — a). 

a 

Nous tirons de ces égalités 

J <* ITT I 

cos mx cot - (x — a)(lx = — 2 

o ^ 

, 

sin mx col - (.r — u)dx — — 2 
0 ^ 

Or on a établi (p. 344) qu’en supposant 


- air sin ma 4- cos ma 


- air cos ma 4- sin ma 


r m , 

1 / cot-(x — a)dx, 

J o * 

J C air , 

cot - (x — a)fi.r. 

0 •* 


l’intégrale 


a — a. 4- f V” 1 1 


/» air , 

I cot - (x — a)dz 
J o 1 


a pour valeur -+- 27: y — 1 °u — V — * > suivant que (3 est po- 
sitif ou négatif; dans le premier cas, nous aurons donc 


/•air 

J O 


cosmjx cot - (x — a)dx 


= air( — sin m/m 4- y/—* COSMw) — >rv- 1 p™"'-', 


j: 


a TT 1 

sinM/xcot-(x — a') dx 


— ne {cos ma 4- V — 1 sinMw) = air *'' 1 
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j: 


ut i 

COS mx cot - (x — a)dx 

a ' 

— air( — sin ma — i cos»/n) = — îr \j- \e~ ma ' 1 ~ , 

lit i 

sin/wx cot - (x — a)dx 
a 

— air(cos/w« — — i sin/w//) = ixc~ m " v ~ 


Considérant ensuite l’inlégrale 




a «x" 


nous partirons, en supposant d'abord n — o, de la formule 


cot - x — a)cot -(x — flW — i 
a a ' 

• -t-cot^(a — «)J^cot^(x — a)— cot^(x — o)J; 

on en tirera, en désignant par (a) et (a) des quantités égales à 
l’unité en valeur absolue, et du signe des coefficients’de y'— « 
dans a et «, 


£ 


cot i (x — a) cot i (x — a) (Le = - îs 


-+- aîrcot - (a — a) [ (a) — (n)] /— i . 


Supposant ensuite n>o, la partie entière qui était tout à 
l’heure une constante n’existe plus, et la décomposition en 
éléments simples donne l’égalité 


. I , c/"COti(x — <7l , , I , , . . ■ , , 

cot - x — a ) J— = A> cot - (X — a ) -+- A cot - x — a ) 

2 (l.C o ' ‘ o ' ’ 


A, 


a 

rfcot{(x — n) 
tlx 


. f/’cot|(.r — n ) 

^ A > 5S= ’ 
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X 2!t I 

COt-(x-a) 


rf“cotl(x — a) , , . , , ki / — 

'-g-; r/x= arr[X(a)-f A(fl)]i/-i. 


Or la relation générale établie p. 328, 

a 11 p G — H j 

X “T ‘ lll) “f- ... -H 4^— ^ — I 1 

conduit, dans le cas actuel, à la condition X + À = o, les 
quantités G et H étant nulles quand n est égal ou supérieur à 
l'unité. Ayant donc immédiatement 

ri" COt y ( a — a) 


on en conclut la valeur suivante 


r ,l, .f/’cot j(x — n) . r/’cotl(x — n) r .. , 

^ d*= jfc [(*)-(*)] V->. 


Mais le cas particulier de a — x fait exception, car alors on 
doit poser 

.rf’cotlfx - «1 , 1 , rfcot 4 (x — *1 

COt-(x a) -j— — Jt> COt - (x — a)-t- X, — h... 

rf* +l COtî(x — 1) 

+ 7 b"' 5 

or un calcul très-facile donne X = o; l’intégrale, dans ce cas, 
est donc toujours nulle, sauf le cas unique de n = o, ou la 
relation 

,, 1 , , rfcot 4 (x — a) 

COt 3 -x— al — — 1— 2 î-l ! 

a rb 


conduit à la valeur 


J C 2n ! 

I COt’- (x— a)f/x = — 27 T. 

O a 


V. Pour passer des résultats que nous venons d’obtenir aux 
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valeurs des intégrales 


X 
X 


“ cos mxiix C 00 sin mxdx 



— f - 00 
- 00 


col - (x — a ) 


</*cot j(x 


dx" 




dx , 


il ne nous reste plus qu a considérer le coefficient de l’indé- 
terminée afin de reconnaître si elles ont, en effet, une va- 
leur entièrement déterminée. Or, à l’égard des deux premières, 
les facteurs 


r 


COS mxdx, 



sin rnxdx 


étant nuis, ce coefficient s’évanouit, et nous avons par consé- 
quent 


* cosmxdx 1 /’ 3 T 1 , 

=- I cos/nxcol- (x — a)dx =■• vy— 1 e ' ** ¥ , 

x — a ij 0 A 

X " 4 *® sinwxrfx i . , I , . . 

- I sin/wxcot - (x — a )dx = 7T<"“ V 

-,0 JC -a aJo a 


ou bien 


® cos mxdx 
x — a 

50 si n /»; x dx 
x — a 


sin 


- — it y — 1 c _m * v " 

= Tt * , 


suivant que le coefficient de — 1 dans a est positif ou négatif. 
Relativement à la troisième intégrale, la quantité 


X 


cot - ( x — a ) dx 

1 


est toujours différente de zéro; mais l’autre facteur, qui est 
l’unique résidu de - ' - est nuI pour toute valeur de n, 
sauf dans le cas de n — o ; l’intégrale 



COt^(x— a)r/x 
x — a 
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esl donc seule indéterminée, et l’on a généralement 


3*v 



cot - (x — 

■À 


.tf{x — fl) - ' 

a ) 

1 rtjT 


t Ix — 


f/*cotl(« — ni 

* ïiâr 


[(*)— («)]|/— I . 


Observons enfin que les constantes a et a doivent être imagi- 
naires pour que les quantités 



COt - ( x — a) 


ne deviennent point infinies entre les limites des intégrations. 
Une exception importante est toutefois à remarquer; elle con- 
cerne l’intégrale 

L. — ,u - 

la fonction restant finie pour x — o. La valeur qu’on 
obtient alors, savoir 



sinmx , 

■ (IX — TT, 


offre cette circonstance, qu’il est aisé d'expliquer, d’être in- 
dépendante de m. Effectivement, si l’on fait mx = z, m dis- 
paraît, et l’on trouve 


/* “+* OC 

J — x 


smwx . 

(tX 

X 



sin z , 
dz. 

Z 


La même substitution permet semblablement de ramener les 
intégrales 

Ç rosmxf/j /* “ sin mxdx 

J — oo J a t/ — ac ^ 11 

où m esl non-seulement un nombre entier, mais une quantité 
réelle quelconque, au seul cas dem = i, car on en déduit 


X 


cos mxdx Ç ■ + " * coszf/z 

x — « J— a o z— ma’ 
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x sin/nxrfx g j n2 

J-x J -« J- « z -‘ 


Mais, en donnant, comme nous l’avons fait, à la transformée 
en z les limites — so et ■+■ as , nous avons supposé implicite- 
ment m positif, et dans l’hypothèse contraire les limites doivent 
être interverties, de sorte qu’on aura alors 


y’"*"* s\n in je tLr j'~ 


- * sinxr/x 


De là ce fait remarquable et important en Analyse, que l’inté- 

/»-r x s \ nmxl j x ... 

grale / , envisagée comme fonction de m, est 

J— X x 

constante et égale à -+- tt ou à — ît, suivant que la variable est 
positive ou négative. Mais voici encore d’autres exemples de 
fonctions discontinues obtenues sous forme d’intégrales défi- 
nies. Considérons les expressions 


’sintfx gin Ax 


C ’ /' 


sinrtxsin/jxsincx 


que je. vais d’abord réduire par la méthode générale à des 
quantités explicites et aux transcendantes 


' cos m t il jc 


/ sin 

x 


Faisant, à cet effet, pour un instant 

ü — sinrtxsinix, V — sinaxsinixsincx, 
j’aurai d’abord 

/ lJ ? = -- / u,/ ( x " i "‘ S dx ■ 

J x* a J dx 2 2 L rte dx J 2 J dx 

et les identités 

2 U = cos(« — b)x— cos(a -+- b)x, 

4V =^- sin{n -t- b — c)x ■+- sin(A •+- c — a)x -t- sin(c-t- a — b)x 
— sin(/? -t- b -+- c)x 
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donneront immédiatement 


. 2 — — — (a — £>)sin(fl — 6)x-+-(rt-t-6)sin(a-f-6)x, 

,n\ 

4 r = — ( a •+- » — r)’ sin (a -t- £ — c) x — (A -+- c — a) 1 sin (A - 1 - c — a) x 
— (c -+■ « — A) 1 sin (c -+- a — A) x -t- (a -t- A •+• c)’ sin [a -+- A -t- c) x. 

Nous tirerons de là, en observant que les quantités en dehors 
des intégrales s’évanouissent aux limites x — — ao , x -t- a> , 


1: 


sinflx sin Ax 
x‘ 


dx - 


a— b Z*' 1 °° sin (fl — A)x 


£/: 


fl -t- A r ■*" ® sin (fl -+- A)x 


•£ 


dx 


dx ; 


or, fl et 6 étant positifs, on en conclura, pour a — A^> o, 

£ 


'* sinflxsinAx a -A a 4- A 

■ f/x — r ■+- jr — b ir. 


x 1 

et pour a — A<[ o, 

' x sinflx sin Ax 


/: 


, fl — b a + b 

— ; dx — jr h ir — ait : 

x‘ 2 ’ 


de sorte que l’intégrale a pour valeur le produit par tt du plus 
petit des nombres a et b. 

Maintenant la relation 


£ 


* sin flx sin bx sin rx 


dx 


[a -r- b — r ) 


? /»-t- ce 


sin (fl -t- b — r)x 


8 


i sin (fl -h t 

I X 


(6 -H fl) 1 r -*-<*> s j n {b -1- r — a)x 

« J-x 

( r -t- a — A )* r ' i ~ x sin (r -i- a — b)x 

8 J _ * x 

/_ 


dx 

dx 

dx 


(fl-t-A-t-r)’ ■ *> sinffl -+- b ■+- c)x , 

5 " x ,6f 


Digitized by Google 



38o 


CALCUL INTÉGRAL. 


aura semblablemenl pour conséquence que l’intégrale du pre- 
mier membre, sous les conditions 

a -t- b — c > o, b -+- c — a> o, c -t- a — o, • 

sera la quantité 


( inb ibe —t— ara — a' — — c’) - 


tandis qu’en renversant le premier, le second ou le troisième 
signe d’inégalité, elle aura pour valeur abr., ber. ou acr. Les 
hypothèses faites sont d'ailleurs, comme on sait, les seules 
possibles, en admettant que les constantes a, b, c soient posi- 
tives. 
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 

Dr 

CALCUL INTÉGRAL. 


Remarques préliminaires - 


I. Les applications du Calcul intégral à la Géométrie devant 
conduire à employer les diverses méthodes qui viennent 
d’être exposées pour la recherche des intégrales indéfinies, 
nous allons en présenter un résumé succinct, en nous limi- 
tant à ce qu’elles offrent d’essentiel. En premier lieu, à l’é- 
gard de ces expressions 


x)tlx, J f ( sinx, cosxjr/x, J' £•"'/( x)dx, 
J e"‘ / ( sin t , cos x)tlx, 


où f[x) désigne une fonction rationnelle de la variable, et 
/(sinx.cosx) une fonction rationnelle de sinx et cosx, le 
procédé consiste uniquement dans les transformations sui- 
vantes, appelées décomposition en éléments simples des quan- 
tités à intégrer, savoir 


/W=F(*)+2 A (- r - ") ’aÿ." - , 


/(sinx, cosx) = n(x)-+-V Acol-(x— o) 


-Va 


cot]{x— a) 

' tîx 1 


c“'/(x) = tT F(x) -t - v a [ e* 1 * (x - a ) ■■ 1 ] -+- . . . -r-^ A, ~ [«*“ (x - fl)-’] , 
e“*/(sinx, cosx) = c^llfx) -e A £r‘ tr cot ^ (x — a) J -+- . . . 

-^2 A ” i [ ,, “' cot “ fl) ] - 


Digitized by Google 



382 


CALCUL l.XTÉGRAL. 


On en tire ces développements suivant les puissances crois- 
santes de A, qui, en n’écrivant que les puissances négatives, 
sont tous de même forme, et conduisent dans les divers cas 
au même mode de détermination des coefficients A, A,,..., 
A„, savoir 


/(« + /,)- A/r'-^ A, 


tl" tr' 
1 M" 


/[sin(n -+- A), cos (o A)] ~ a ^AA-'h- A, -i - . . . •+- A/^- , 
uhfl aii a dh ' k efA~'\ 

«-»/(« + *) = A* -+- A, -h A. -jpr J > 
e“‘/[sin(d -h A), cos(<7 -+- A)] - a ^AA“' -h A, ~ A„ , 


En second lieu, et à l’égard des différentielles algébriques, 
dans le cas simple d’une fonction rationnelle de la variable et 
de la racine carrée d’un polynôme entier, la méthode qui 
donne la valeur algébrique de l’intégrale, quand elle peut être 
obtenue sous cette forme, consiste simplement à les réduire 
aux expressions nommées fonctions de première, de seconde 
et de troisième espèce (*). Enfin, dans le cas plus général de 


(*) Abel a fait voir que ces réductions pouvaient s’étendre aux intégrales de 
différentielles algébriques quelconques; mais, en] ouvrant la voie, il n'avait 
encore fait que les premiers pas dans ces belles et difficiles questions. C’est 
Riemann qui a, le premier, donné la notion analytique complète et découvert 
la véritable nature des intégrales de première, de seconde et de troisième es- 
pèce, où entre la racine y d’une équation algébrique quelconque 

F(x,^) = o. 

Renvoyant sur ce sujet aux travaux de l’illustre auteur {Théorie des fonctions 
abélicnncSy Journal de C relie , t. 54) et à la théorie des fonctions abédiennes 
de MM. Clebsch et Gordan, je ne puis omettre de mentionner au moins ce ré- 
sultat, que le nombre des fonctions de première espèce est déterminé par la 
formule 



où n est le degré de l’équation F(ar,/*) = o, d le nombre des points doubles, 
et r le nombre des points de rebroussement de la courbe obtenue en considé- 
rant jc et y comme des coordonnées rectilignes. Ce nombre p caractérise le 
mode d’existence de la fonction algébrique definie par la relation F(.r, y) = o; 
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x,y)dx, où f{x,y) est une fonction ration- 
nelle de la variable indépendante et de la racine d’une équa- 
tion algébrique de degré quelconque F(x, y) = o, nous avons 
obtenu, lorsque la courbe représentée par cette équation est 
unicursale, le changement de variables qui le ramène à l’in- 
tégrale d’une simple fonction rationnelle. La méthode exige 
alors qu’on détermine le système complet des points doubles, 
et, par conséquent, des valeurs de x et y satisfaisant aux 
conditions 


l’intégrale J' 






o; 


voici en quelques mots, avant d’en présenter des applications, 
un résultat important, que donne sur ce sujet la théorie des 
polaires réciproques. 

II. La polaire de la courbe F (a:, yJ=o par rapport au 
cercle imaginaire x' -+- y 3 -t- i = o étant considérée comme 
l’enveloppe des positions de la droite xX +yY -+- 1 = o, si 
nous supposons y déterminé en fonction de x par la condition 
F(ar, y)=o, on formera son équation comme il suit, d’après 
la méthode donnée p. 191. Ditïérentiant par rapport au para- 
mètre variahle, il viendra 


en supposant, par exemple, p = o, on peut exprimer xet^ par line variable 
auxiliaire 6 (Clebsch et Gordaü, Théorie (1er AbcUchen Functioncn ; Die ein- 
dentigen T ram formai ionen , p.67) et ramener par conséquent l'intégrale 

J* 

h celle d'une fonction rationnelle en 0 . A ce cas appartiennent donc les équa- 
tions représentant des courbes unicursales, et dont nous nous sommes occupé 
en nous plaçant au point de vue de l’intégration par substitution. En supposant 
ensuite p = 1, les variables peuvent s’exprimer par des fonctions rationnelles 
de 6 et d’un radical carré portant sur un polynôme du 3 e ou du degré, etc. 
On voit ainsi dans les parties élevées du Calcul intégral toute l’importance de 
la considération des points doubles, et comment elle devient l’un de ces liens 
que la science de notre époque, et surtout les beaux travaux de M. Clebsch, 
ont révélés entre la Géométrie supérieure et l’Analyse. 
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dr 


et, en remplaçant ~ par sa valeur, 


<1 F v r/F.. 
dy X ~di Y °‘ 


Ainsi nous aurons à éliminer x et y entre les trois relations 


xX+)Y-t-i=o, o, F(x, y) — o. 

dy (ix 

Soit donc x ~ a, y — b une solution quelconque des deux 
dernières, le résultat s'obtiendra en égalant à zéro le produit 
de tous les facteurs aX 4- b Y -t- 1 , que je désignerai par P. 
Cela posé, j’observe que ces quantités a et b contiendront en 
général X et Y; mais s’il arrive qu’elles en soient indé- 
pendantes, nous sommes assurés que le facteur linéaire 
aX-+-6Y 4-i entrera dans P. Or on obtient, en égalant à zéro 
les coefficients de X et de Y dans la seconde équation, 

r/F r/F 

r/x ~ °’ r/j "° ; 


celle circonstance se présentera donc et se présentera seule- 
ment lorsque la courbe F(x,^ )=o aura des points doubles. 
On voit, de plus, que le déterminant fonctionnel relatif aux 
équations proposées, savoir 

r/F d /r/F _ r/F A r/Fr/ /r/F r/F A 

r/x dy \ dy ‘ r/x J r ly dr \dy " r/x J ’ 

s’évanouit si elles sont satisfaites. Par conséquent, tout point 
double x = a, y= b est, pour ces équations, une solution 
double ; le facteur linéaire qui en résulte «X + b Y 4- i entre 
donc au carré dans P, et l’on aura P = IP<I>, n désignant 
le produit d'autant de fadeurs linéaires qu’il y a de tels 
points (*). Je ne m’arrêterai pas à faire voir comment, ayant 
obtenu la quantité P, on peut en déduire les polynômes II 
et <I> ; je remarquerai seulement que l’ordre de la polaire d’une 


(*) Poir sur cctle question dans l*Ouvra{»ede M. Salrnon, A treatise on the Ni- 
ger Plane Curves , la Section IV, General theory of multiple points and tangents . 
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courbe d’ordre n étant n(n-i), on a, en désignant par d et <5 
les degrés de II et <I>, la relation 


a rl -t- 3 — n (n — i). 

De là se tire en effet une détermination nouvelle et facile du 
nombre des points doubles d’une courbe unicursale déjà ob- 
tenue p. a49> et ff u ’à cause de son importance pour notre 
objet j’indiquerai succinctement. Reprenant le calcul de l’en- 
veloppe des positions de la droite variable zX +^Y + r = o 
dans l’hypothèse où la courbe F(x, y)=o est unicursale, 
j’exprime x et y' en fonction rationnelle d’un paramètre par 
les formules 


U, V et W étant des polynômes du n iim * degré en 0. L’équa- 
tion de la droite devient ainsi 

UX -t- VY W = o, 

et sa dérivée par rapport à 6 donne 

Ü’X ■+■ V'Y -+- W'=o. 

Or on en tire ces expressions, dont nous ferons usage plus 
lard, 

VW_WV' WU'-UW' 

UV'-VU' ’ UV'-VU' 5 

elles montrent que la polaire est elle-même unicursale, et 
comme les polynômes 

UV’-VU', VW — WV', WU'- UVV' 

sont du degré a(» — i), elle est d’ordre 2 (n — i). Faisant donc 
i = a( n — i), dans la relation 

arf-t- S = n[n — i), 

on en conclut 

!'• Partie. a5 
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III. Nous savons qu’à l’égard d’une courbe quelconque rap- 
portée à des coordonnées rectangu- 
Fi e- 3 '- laires y~f[x) {fig. 3i), l’intégrale 

» X t 

ix représente le segment 



r*, 

J 


) ^(®)* * a m ^ me 


PQHS compris entre l’arc PQ, l’axe O a- 
et les ordonnées PH, QS qui corres- 
pondent aux abscisses x, et x,. Nous 
avons vu aussi qu’en faisant x — 9 ( 6 ), 
quantité est donnée par l’intégrale 


Fig. 3a. 


J r»/5 

^(0)<?'(0)d9, sous la condition qu’en faisant croître 9 de 

K 

x à J 3 les expressions de x et y donneront tous les points de 
l’arc PQ. Je considérerai maintenant, en conservant la même 
variable auxiliaire, une courbe fermée [Jig. 3î) qui soit dé- 
crite en entier, et une seule fois, 
à partir du point M, dans le sens 
.. MNP, 9 croissant encore de « à (3; 
supposant en outre qu'elle ne se 
coupe point, et qu’à une même 
abscisse correspondent seulement 
• r deux ordonnées, je vais établir que 
l’aire comprise dans l’intérieur de 
r? 

la courbe est représentée par l’intégrale / ^{9)(f\Q)d9, 

J a 


changée de signe. 

Soient N et P les points limites dont les ordonnées NR et 
PS sont des tangentes; considérons successivement les arcs 
MN, NP, PM, et supposons que le premier soit décrit en fai- 
sant croître 9 de x à 0 „ le second de 0 „ à 0 „ et le troisième de 
0, à [3. Les segments MNQR, PNSR, PMSQ sont donnés, 
comme on vient de le dire, par les intégrales 


6) f ’(e)<*, f%(9) ? ’( 0)r/6, f\(0) ? '(Q)M, 

J a *■ ô, JO. 
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el l’on aura, par conséquent. 


PMSQ -+- MNQR — PNSR -- 

<• 0, J x 

- ("'www- 

Jo, 


Or le premier membre de cette égalité est, sauf le signe, 
l'aire de la courbe; et, si nous intervertissons les limites 
pour remplacer dans le second l’intégrale 


Je 1 

on pourra l'écrire ainsi : 

1 

J et J \ 


r 9 , 


,wr -v f , *(0) ? '(#)W9 I 

Jo., 

*(•)?'(«)'«-*- f %(#) T '(®)«*», 

Jo, 


c'est-à-dire simplement 


v et. 

comme nous voulions l’établir. 

Considérons maintenant le cas général où les relations 
x — <f(ô), y-- i^(O) donnent, en faisant croître 0 de a à (3, 
une courbe pouvant se couper elle-même un nombre quel- 
conque de fois, el qui, en supposant uniformes les fonctions 
<p(0) et ^(0). soit décrite à partir d’un point donné et en re- 
venant à ce même point, d’une manière entièrement déter- 

, C ^ 

minée. La signification de l’intégrale I <j/(0)ip' [0)d0 est 

J et 

alors l’objet du théorème suivant, dont l’énoncé m’a été com- 
muniqué par M. Bonnet, qui l’a tiré de plusieurs passages 
des OEuvres de Gauss. 

IV. Soit, pour fixer les idées, la courbe représentée par la 
fig. 33, où l’on voit trois points doubles et quatre aires limi- 

a5. 


Digitized by Google 




388 CALCUL INTÉGRAL, 

tées différentes, désignées par A, B, C, D; l’inlégrale définie 
Fic 33 proposée sera une combinaison 

linéaire de ces aires partielles 
multipliées respectivement par 
des coefficients entiers qui ré- 
sultent de la loi suivante. 

Concevons un point mobile 
décrivant en entier la courbe, 
et considérons-le dans une po- 
sition quelconque, par exemple en n, sur une des limites de 
séparation des deux aires contiguës B et C. Le sens du mou- 
vement étant connu, on donnera à l’aire de droite un coeffi- 
cient plus élevé d’une unité qu’à l’aire de gauche; si, en outre, 
on convient d’attribuer le coefficient zéro à l’espace infini qui 
est en dehors de la courbe, ils se trouveront tous, comme on 
va voir, déterminés de proche en proche. Effectivement, soit 
m le point de départ, et supposons l’espace infini à droite de 
la direction du mouvement, le coefficient de A s’obtient im- 
médiatement et a pour valeur — i ; mais ceux des aires B et 
D qui s’offrent ensuite restent inconnus, et il faut arriver à 
la portion C contiguë à l’espace extérieur pour obtenir une 
nouvelle détermination, à savoir — i. Parvenu ensuite sur la 
limite de séparation de A et B, la loi posée assigne le coeffi- 
cient — 2 à l’aire B, placée à gauche de faire A, qui a déjà le 
facteur — i. Après on trouve le coefficient — i pour faire D, 
de sorte que la combinaison représentant l’intégrale définie 
est — A — 2 B — C — D; et si nous continuons de décrire la 
Fig 3 , ( courbe jusqu'à revenir au 

point de départ, nous ne fe- 
rons qu’obtenir des vérifica- 
tions des valeurs déjà calcu- 
lées. 

Pour donner un second 
exemple, considérons cette 
autre courbe {Jig. 34), où se 
trouvent six portions limi- 
tées A, B, C, D, E, F, et supposons que, à l’origine en m, l’es- 
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pace infini soit à gauche de la direction assignée au point dé- 
crivant. La combinaison résultant de la loi des coefficients des 
aires est 

A-t-îB-+-aC~t-E — F, 

et l’on observera que l’aire D n’y figure pas, son coefficient 
étant égal à zéro. Enfin, et en dernier lieu, je remarquerai 
celte conséquence relative aux courbes fermées n’ayant pas 
de points doubles, mais pouvant être coupées par une droite 
en un nombre de points quelconque, c’est que leur aire est 

n? 

représentée au signe près par l’intégrale / ty(6)<f'(0)d9, ré- 

«/ a 

sultat qui, précédemment, n’a été démontré que dans le cas 
particulier où deux ordonnées seulement correspondent à la 
môme abscisse. 


ÛUADBATÜBE DES COUBBES PLANES. 
Courbes du second degré; cycloïde. 


I. L’équation de l’ellipse étant 

b'x* — 

l’aire d’un segment compris entre les ordonnées qui corres 
pondent aux abscisses x„ x aura pour expression 


A = 



mais je remarquerai, avant d’effectuer le calcul, qu’en posant 
pour un instant 



il vient 


A = 
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Ur A' est précisément la valeur de A lorsqu’on suppose 
l> = a : c’est donc l’aire du segment de cercle 


x'-ï-y'- = n’ 

circonscrit à l’ellipse et compris entre les ordonnées qui cor- 
respondent aux mêmes abscisses x, et x. Appliquons main- 
tenant à A' les méthodes relatives à l’intégration des radicaux 
du second degré en écrivant 



dx = 




nous réduirons l’intégrale f - en partant de 1 identité 

J ^(C — x‘ 

d [x yV — x‘) (\v — x‘ - < 

qui donne 

/_ r lit C x\/x 

x a — x — ir I ■ — _ — - 2 I — - — ' 

J\]ti‘ — x‘ J y« 


, tr — i r j 

f/X = 


et par conséquent 

V.r / ’ //x 


J \Ju‘ -x‘ 1 J yjid — x 3 


On en conclut 


or on a 


a 1 [* dx i ; 

A — — I - -i -xÿir - x 
■ijy'a’-x 1 a 

© 


Ç ,U I 


. .r 

= arc sin - » 


et, si l’on suppose pour plus de simplicité x, = o, il viendra 


. , Il . X I /-z ; 

A = — arc sin — i — x vie — x‘, 

i ai 

sans ajouter de constante, puisque les deux membres s’éva- 
nouissent pour x — o. 
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Le terme algébrique de cette formule, 

- x yj{i‘ r‘, 


3 9 i 


est l’aire du triangle OMP ou OP = x, MP = sja‘— x 3 , et par 

g} x 

conséquent le terme transcendant — arcsin - donne l’aire du 
1 a « 

secteur circulaire AOM (Jig . 35). La quan- 

X 

tilé arc sin — provenant de l’intégrale 


Fig. 35. 


A 


J 


Ç -z riz 

Jo 'J **' — x ‘ 


est, comme on l’a vu (p. 3o3), le plus 
* petit arc ayant ? pour sinus; elle est 

donc pour x— a égale à par suite le secteur correspon- 
dant, c’est-à-dire le quart du cercle, a pour valeur -j- r.a.\ 

On parvient d’une autre manière à la quadrature de l’el- 
lipse, en représentant ses coordonnées par les formules 

x a cosy, y — b sin y, 

et faisant croître 9 de zéro à 27:. L’espace illimité se trouvera 
ainsi à droite de la direction du point décrivant la courbe ; par 

conséquent l’intégrale J ydx prise par rapport à 9 entre les 

limites zéro et 271 sera l’aire changée de signe. Elle a elTecti- 

/» 27t 

vement la valeur négative — ab I cos 3 90^9; or l’équation 


donne immédiatement 


, 1 cos 3 ® 

CO S 1 9 — - -4 

t a a 


L 


COS 3 Ÿ f/f — TT, 


d’où, pour l’aire de l’ellipse, la formule 

itab. 
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Soit en second lieu l’hjperbole 

a 1 y ' — 6’x 1 — — a* b', 

nous aurons 

A = - f fx'-a'dx = - A', 
a J a 

en appelant encore A' le segment relatif à l’hyperbole équila- 
tère où b = a, savoir 

A' ■= Jv* 3 — a'ilx. 

Opérant comme tout à l’heure, en écrivant 

/ ’ y x't/x . r rix 

,u ^ y ^, - -j ^ ^ 

je ferai usage de la relation 

r r'rtr a 1 r d.r i — J 

/ = — / •— +• -x )Jx‘ — a , 

J i/x’—a‘ » J y/x 1 — a 1 2 

ce qui donnera 

a- y dx 1 5 

A = I ■■ " ■ — 1 — x y x 2 — «, 

iji/i’-a 1 2 

et je déterminerai l’intégrale j — — — r par la formule générale 

!^>og(Ax-r B -r- v^A /Ax’-i- aBx -r- C). 

J /Ai'-t- aBx -t- C yA 


On en conclut immédiatement 

if.r 


I l ~ lo fe' ( x= ' I ~ V'*’ - 

J y/x—a 1 


), 


et si l’on dispose de la constante arbitraire de sorte que l’in- 
tégrale soit prise depuis x = a, on trouvera 


J ^* X //.r , .r 4- y/x‘ — n‘ 

a- S 

11 vient donc pour l'aire de l'hyperbole 

. b., ab, x-r-i/x' — a 2 b 

A = - A = — — log i 


a -a 


x y/x J — a 1 ~ C. 
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Supposons cette aire comptée à partir du sommet; on devra 
avoir A = o pour x — a; il en résulte C = o, et par suite 


AMP = - ~ log - T . vV ~ H ' h 

2 ° a 


— x — a 7 . 


Ici, comme pour le cercle, la figure donnera la signification 
fî b . 36. de l 3 partie transcendante [fig. 36 ); 

ayant en effet 

OMP = - xy — — x J j - 1 — a 

') * O n 


Yl 

Z ” 

f 

/ 

X A\ 1* 

A 


on obtiendra pour le secteur AOM la 
valeur 


AOM = OMP - AMP = — log n \ 

\ i a 


Remarquons enfin que, l’équation de l’hyperbole 


X = 



devenant celle de l’ellipse lorsqu’on change b en et le ra- 

v-> 

dical \jx ’ — a’ en i y la 1 — x 1 , on obtiendra l’aire de l’el- 
lipse en effectuant le môme changement dans celle de l’hy- 
perbole. Celte correspondance analytique se retrouve en 
Géométrie à l’égard du cercle et de l’hyperbole équilatère. 

Considérons dans cette dernière 
courbe rapportée à son centre et à 
ses axes les secteurs OMP, OM'P 
( fi g . 37), et désignons par N le mi- 
lieu de la corde MM'. Une parallèle 
à la direction ON, menée par le 
sommet de gauche P', rencontrera 
l’hyperbole en un point M" tel que 
les deux secteurs OM'M" et OMP 
soient égaux en surface, ce qui donnera la relation 


Fig. 37 . 



OM'P = OMP -t- OM'P ; 
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or, en faisant la même construction dans le cercle rapporté 
à son centre, c’est-à-dire en menant par l’extrémité P' du 


FiB- 38. 



diamètre une parallèle P'M" à la di- 
rection ON perpendiculaire sur le 
milieu d’une corde quelconque MM' 
[fig. 38), on reconnaît immédiatement 
l’égalité des arcs MP, M'M", et par 
conséquent des secteurs auxquels ils 
servent de mesure. 


II. Je donnerai un exemple de l’emploi des coordonnées 
polaires pour la détermination des quadratures, en considé- 
rant les courbes du second degré rapportées à leur centre, et 
ayant pour équation 


Faisant en effet 
d’où 

f’ 


A y* -+- a B.ry -+- Cx’ ~ i . 
x = p cosw, J ~ p sinw, 

i 

Asm’w-r aBsinwcosw -i- Csin J w’ 


on aura à intégrer 


1 f j _ 1 f ^ 

i J ■ ' a J Asin'w -r- aBsinwcosw -r- Csin’w 


Posons, pour décomposer en éléments simples, 

Asin’w -+- aBsinwcosw -t- C cos’w = N sin(« — a)sin(« — f>), 


on aura les conditions suivantes : 


A — N cosacosp, a B = — Nfsinacos^ -+- sin^cosa), 

C = N sinasinfi, 

qui donnent aisément 

4(B* — AC)= N’siiPf* — £), 

et nous observerons que tanga et lang(3 sont les racines de 
l’équation du second degré 

Aî’-+- îBj+C -o. 
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Cela posé, on a immédiatement 

i i 

Asin'w -t- aiisinwcosw -r-Ccos'u N sint* — pj 

d’où 

/fa 


f. 


3g5 

- [cot(w — a) — C 0 t(« — p )] , 
. sin ( w — a) 

t _ _ Jog — — • 

A sin'w -i- alisim» cosw ,-Ccos'w Nsin(a ■ p) "siihw — p) 

Considérons en particulier le cas de l’ellipse où B 1 — AC est 
négatif, de sorte que tanga, lang(3 et, par conséquent, a et (3 
sont imaginaires conjuguées. Soit donc 

a = « -H fi y/— l , p — a — b \! — i, 

b étant supposé positif; nous déterminerons le signe du fac- 
teur constant N sin {a — (3) en remarquant d’abord que le sinus 
sera le produit de \J— i par une quantité du signe de b, et 
par conséquent positive, puisque N, d’après la relation 

A = Ncosacosp, 

sera du signe de A et positif. On a donc 

N sin ( a — p ) - a V /ÂC - 11* y — * , 

en prenant la racine carrée en valeur absolue. 

L’intégrale définie 

t T 7 * /fa 

a J 0 Asin'w -t- absinwcosw -t- Ccosw 

qui donne l’aire totale de l’ellipse, peut se réduire aux limites 
zéro etn, par celte décomposition 

(lt>) 


A sii^w -r a B sin « cesw -r- C cos^w 


£ 

r * /fa 

J 0 À sin'w -t- a U sin u cosw 

J /» 2 TT 

„ A sin'w ■+■ ai) 


-t- C COS ' w 


/fa 

sinwcosw -i Ccos'w ’ 
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en posant, en effet, 

üi = ti> 1 -f- TT , 

on trouve immédiatement 


r— 

Asin 3 c. 


(l'A 


3 u -+- aBsinwcosw + Ccos’u 

n ±, 

J 0 A sin'w, -1- aB sinw, cos« ( -t- Ccos’w, 

I.’aire de l’ellipse étant ainsi représentée par la quantité 

— f / COI (o> — aV/w — / cot ( w — SV/J , 

•av/ac-bV-j Lyo Jo | 

nous emploierons la formule établie p. 334 

J C -2Tt , ; 

COt - (x — fl — />y/ — 1 )<lx — a tt ( ) y/— i ; 

0 2 

or, en faisant x = 2 «, et remplaçant a et b par ia et 26 , on 
en tire 

J’ COl(w — a — b\ — 1 ) îlot = n{b) y/ — l , 

et, par conséquent, puisqu’on suppose b positif. 


J cot(w — n — b\J — 1 )f/«— / cot(« — a-\-b\‘ — i)r/&) - a~y/— 1 ; 

0 «-'o 


nous avons, par suite, cette valeur : 

rfw 


I / ï;t nw jr 

a I Asin’w -+• aB sinw cosw -+- C cos w y/XÜ— ~b 1 ' 


qui est remarquable en ce qu’elle donne, au moyen d’une in- 
tégrale définie, une expression rationnelle en A, B, C du ra- 
dical — ^ . dont on fait usage dans plusieurs questions 
importantes d’Analyse. 


III. On parvient à un résultat beaucoup plus important en 
considérant les courbes de second degré rapportées à un de 
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leurs foyers pour pôle. L’aire du secteur déterminé par deux 
rayons vecteurs et l’arc de la courbe donne, en effet, d’après 
la première loi de Képler, l’expression du temps employé à 
décrire cet arc dans le mouvement d’une planète ou d’une 
comète autour du Soleil. Pour en faire le calcul dans le cas de 
l’ellipse, je rappellerai d’abord qu’en partant de l’équation 


*7 + T? = I 

a À £r 

on a cette valeur du rayon vecteur issu du foyer de droite 


de sorte qu’en faisant 

X = f-H p COSw 

on obtient l’équation en coordonnées polaires 

//’ 

0 = 7 

1 a -r- c cos o» 

et, par suite, l’aire du secteur 


S = - f p l f/« =- f'‘ r - 

'•*./ ‘ a J O, (" 


AVw 


C COSw j 1 


Soit d’abord 


COSw X, 


on sera amené à l’intégrale 


h 


AV/w 


r -+ cx)*^i — x 1 

et les méthodes qui la concernent conduisent facilement à 
cette expression 


h 


b‘dx 


x‘ , b — J" 

■ — b arc tang — 

c H-ax 


(fl + cxjV i — x' a -T- ex 

Mais on aura un calcul plus simple en substituant à la va- 
riable « l’angle 9 (*), qui donne pour ^ ety ces valeurs 

x=acosy, = 6 sin <9 . 


(*) C’est l’anomalie excentrique. 
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Ayant en effet 

r.r 

p — a ~ — — a — g cos y, 
r a 1 

nous en conclurons la relation 


d’où 


h- 

’ a — c cos v, 

a -r C COSw 


coso» 


sinw 


et par conséquent 


a COStp — r 
a — c cos y* 
b sin © 
a — c eus y 


. bf/v 

a — c co s y 


Si l’on désigne par 9 et 9' les valeurs qui correspondent aux 
angles « et on aura ainsi 


S - '-<tb j (1 — ^ cos ?)<-/?. 


Celte intégrale, qui s’obtient immédiatement, donne lieu à 
une remarque utile pour l’Astronomie, c’est qu’en changeant 

c 

les limites elle peut se ramener au cas particulier de - — i , 
c’est-à-dire de b = o. Soit, en effet, 

r?' c r 9 ' 

J lt--C 08 ?)df=J (I - COS<j>)rfy, 

c’est-à-dire 

C 

— ç __ -(sin?' — sin®)= 0'— 8 — (sinO'— sin 0 ) ; 


il suffira de poser les deux égalités 


? = 0'— 9 . 

- (sin?’— sin?) = sinO' — sin9. 


Or, en écrivant la seconde sous la forme 


f.u — o * -H * .0 — 8 9-1-9 

-sin 1 - — T-cos- — sin cos——, 

ii a a a a 
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elle se réduit, d’après la première, à 

r •»' -+- ® 9' - 4 - 8 

■ - CO S — co s • 

« 2 2 

Nous allons maintenant en tirer les expressions des incon- 
nues 9 et 9' sous la forme remarquable qui a été découverte 
par Lambert, et dont il est fait usage dans la Mécanique cé- 
leste. 

Considérons la corde du secteur, que j’appellerai 3; les coor- 
données rectangulaires des extrémités de l'arc étant a cos<p, 
èsincp, et ncos?', b sin<p', on aura 

8 * — a 1 ( cos f' — cos?) 5 -+- fi’{sin<j>' — sin? ) 

et, en transformant en produits les différences de sinus et de 
cosinus, 

8 * — 4 sin 5 - ^ — [a 5 sin ! — — -+- 6 ’cos 1 j 
— 4sin 5 ^-j— [<-> 5 - c 5 cos 5 

ce qui s’exprime immédiatement à l’aide de 9 et 9', et donne 

. , • ,6'- 9 . ,9' -i-9 
o 5 = 4 rt sm sin - ; 


d’où, en supposant 9'^> 9, 


. 9'- 9 . 9'-t- 9 

8 — a a sin sin 

a a 


Introduisons encore les deux rayons vecteurs p et p' qui 
correspondent aux angles © et <p' , savoir 

p — fl — c cosy, 
p'= « — c cos?'. 

En ajoutant ces égalités, il viendra 

. I ,, ®'-t- f ?' - B 

p -t- p — afl — c(cos? -+ cos? ) = a fl •- accos — - — cos - -- 

9' 9 V — 9 

= 2 a — aflcos — — — cos » 

a 2 
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el nous aurons, par conséquent, 


O'-t- 9 9' — 9 


an — p — p a a cos cos ■ 

r r a a 


Or celte relation, jointe à la précédente, 


, . 9' -i-O . 6' -9 

a — a« sin sin , 

a a 


donne en ajoutant et retranchant membre à membre, 

a a — p — o'— t- S 


cos 9 
cosO' — 


a h 

a a — r , — o' — 


ou encore 



à a 

. , 1 , 

0 -+- p' — iï 

sin 5 - 9 — 

• - 

L 

Kl 

sin a -ô'= 

0 - 4 - p'-f- Æ 

1 

! Kl 


Ces valeurs, que nous venons d’établir d’après Lagrange 
( Mécanique analytique, l. II, Note V) conduisent à la propo- 
sition célèbre et importante de la Mécanique céleste connue 
sous le nom de théorème de Lambert. 


IV. Considérons maintenant la cycloïde définie par les deux 
équations 

*=«(?- sin?), 
y = a{i —cos?); 

l’aire exprimée par l’angle 9 sera 




ce qui s’intégrera en observant que 


(1 — cos?)* = 1 — a cos? -+- cos 1 ? =r 1 — acos? H- — — — 


3 1 

= a cos® -t- - cosa®. 

2 1 a 7 
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Il résulte, en effet. 


J (i — cos lYdy = 


3 

— 2 Sltlf -h 


4 


sinis C, 


et l’on obtient, pour la portion du cycloïde comprise entre 
deux points consécutifs de rencontre avec l’axe des abscisses, 
et déterminée par conséquent par la valeur de <p croissant de 
zéro à 2 TT, cette expression 


in 

a 7 I (i — cos?) J r/? — Znn 7 , 

J o 

c’est-à-dire, comme Galilée l’a découvert le premier, trois fois 
l'aire du cercle générateur. 

En rapportant la cycloïde à son sommet, ce qui se fait en 
changeant y en la — y, on aurait eu un calcul plus simple, 
caries équations devenant 


X rt(? — sin?), 
y a(i-+- cos?), 


on obtient ainsi immédiatement 





sin o cose> 
'à 


)• 


Courbes unicursales du troisième et du quatrième ordre. 

I. Si l’on rapporte à son point double, pris pour origine des 
coordonnées, l’équation d’une courbe unicursale du troisième 
ordre, elle prend la forme caractéristique suivante : 

fli' i- a'xy-t- a” y 7 = bx 7 -t- b’ x 7 y -t- b’xy 7 -t- b m y 

et les droites y — Qx ne la rencontreront qu’en un point d’in- 
tersection variable dont les coordonnées, fonctions ration- 
nelles de 0, seront 

„ + y 

b -t- b 'i -r b" b 7 t b"'Ô J ’ 

l re Partie. 


a"V 

b ^~b ' S -r 6 * 6 V 7 r&»' 

îG 
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402 calcul intégral. 

Ayant ainsi les formules de substitution qui ramènent l’inté- 
grale j' ydx à celle d'une simple fonction rationnelle, nous 

nous proposons de déterminer dans quel cas la courbe est 
quarrable algébriquement. J'emploierai dans ce but l’identité 

J' ydx = - xy -h ^ J’ (ydx — xdy), 

afin de mettre à profil cette circonstance, que l’intégrale 
Çiydx — xdy) donne, si l’on fait 

X = Xx -+- y y, Y = ux ■+■ n'y, 

la relation 

( n’d - /x) f C r<i* — *dy) - J (Y dx- XrfY ). 

Cela posé, soit, en décomposant en fractions simples, 


A II C 

X 0 — a 0 — p 0 — y ’ 

A’ B’ C’ 

* = êT- a + + b=T,’ 

on aura 

AX -a- A'V B) -t- B 'V CX -a- Ç'V 
0 — a 0 — p 0 — y ’ 

xr A n ■+■ B ' n Ba-+-B'fi' Cpn-CV 

Y \t— a + 0-p~ ' 

et nous disposerons de X, V, f*, /*' parles conditions 
BX -h B'X'= o, Cjt+Cy=o, 
de manière à obtenir ces nouvelles expressions 


X 

d’où l’on tire 



Y = 


R S 

0 _ a 4- 0 _ p’ 


Yr/X -XrfY 

tl’J 




R 

(# — «)’ 

P 

(0 — a)’ 
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Soient maintenant JC, ifi>, G les résidus du second membre 
correspondant aux valeurs a, £, y de la variable; les conditions 
pour que les logarithmes disparaissent dans l’expression de 
l’intégrale seront = G = o; mais l’une d’elles rentre 

dans les deux autres; car, d’après une remarque faite (p.264), 
on a : .V, -+- alî> + G = o. Nous pourrons donc nous borner aux 
deux dernières; or on trouve aisément 


Tlï> 

G 

d’où ces égalités 


H 

' P 

Q 

,{P~ *) 5_ 

" rp - 7 Ï 1 

+ 2ü[ 

' R 

s 


r vT-Jv 


P Q R S 

ll> -«)’■*■ t f* — V 1* ~ °’ U — ^ (7 — 


et, par suite, 

P = m(£ — a)>, Q 
R = «(y — «)’, S — — «(7 — p) 3 . 

Il en résulte, en faisant abstraction, pour simplifier, des fac- 
teurs m et n, ces expressions 

(p-g)’ (P-7)« 

' 0 — a 0 - 7 ’ 

(7 -a)’ {7 -P)’ 

0 — a Ô — (5 ’ 

dont l’une se déduit de l’autre par la simple permutation de (3 
et y, et l’on en conclut facilement 


/ 

/ 


Y f/X = 


£ (P - «P(7 ~ 
2 (0 — a ) 2 


y,/ v - 1 (P-«n7- aï 

â ( 0 -a ) 3 


d’où, par suite, 


(_É_— 7 V(P — «) 

' 0-7 » 

(P- 7)* (7 -«) 

^ U y 


/<«* - Xrfï) = (f> -„)■ (ï-| - |_ï) 


“iP-vl’A 


f + 7 — a — 0 


10-PU6-7) 


26. 
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II, Nous appliquerons ce résultat à un exemple particulier 
en considérant la courbe connue sous le nom de folium de 
Descartes, et qui a pour équation 

j? ' = 3 xjr. 


L’origine est donc un point double, et les coordonnées s’ex- 
priment par les formules 


j — 




qui permettentde reconnaître aisément la forme de la courbe. 
On remarque d’abord que pour 0 = — r, x et jr deviennent in- 
finis, et de là résulte une asymptote rectiligne qui s’obtient 
comme il suit. Supposons qu’en général, dans les équations 

x --=?{«), 

les deux fonctions deviennent infinies pour 0 - x , et qu’en 
posant 

0 --r a A 


les développements suivant les puissances croissantes de h 
soient de cette forme 


n , . b 

X- y -X- a n fl , y — T 

n n 


U -h b 9 h -r 


il est clair qu’en faisant tendre h vers zéro les coordonnées 
de la courbe ont pour limites les expressions 





qui représentent une droite, à savoir 

a[y — b') — b(jc-ft') o. 

Dans le cas particulier que nous avons en vue, on aura ainsi 
pour 9 = — i 4- h, 


ce qui donne l’asymptote 

JC i -jr r- I -• O. 
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Ayant tracé deux axes rectangulaires Ojt, 0 / et construit cette 
droite AB (fig. 39), nous aurons d'abord, en faisant croître 6 

de —Qo à —1, une branche 
infinie OP, partant de l’ori- 
gine à laquelle elle est asym- 
ptote. On obtiendra ensuite 
une seconde branche QO par- 
lant de l’infini, ayant la même 
asymptote, et aboutissant en- 
core à l’origine en faisant 
croître 0 de — 1 à zéro. Enfin 
l’ensemble des valeurs com- 
prises de zéro à +00 donne 
la boucle ORS, les axes coor- 
donnés étant les deux tangentes en 0 au point double. 

Soit maintenant x une racine cubique imaginaire de l’unité, 
nous aurons, pour la décomposition en fractions simples, 

1 a’ x 

X ~ ti~ 1 6 -t- j . x 1 ' 


FiC- 39. 
»' 



II' 


? ‘ + 5 --T + , 


Or on tire de là 


/ Ji, J V (■ — *)’ (* — X 1 ) J 


«) (*->- *j) = 


(1 — a’)’ (a — a’)’ 

0 -r- I 0 X 


et ces formules rentrent dans celles que nous avons trouvées 
pour les courbes dont l’aire est simplement algébrique. 

En effet l’intégrale 




0 5 (i 

l**-f «r 


se détermine sans logarithmes, car en faisant 


elle devient 


6’-, . = r, 


/ 


(9- 6 t)dt 

1" 
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4o6 

Nous en déduirons maintenant l’aire de la portion fermée, ob- 
servant qu’elle est décrite si l’on fait croître 0 de zéro à l'infini, 
l’espace extérieur étant à droite de la direction du mouvement. 
Cette aire, d’après la règle de Gauss, est donc l’intégrale 

6Vi - iV)dO /’®(o-fi t)dt _ 3 

9 J O -J, ï’ 

' 3 

changée de signe; elle est par conséquent égale à -• 

III. L’équation des courbes unicursales du quatrième ordre 
s’obtient comme il suit. Faisons passer par trois points fixes 
P, Q, R une courbe du second ordre, dont l’équation, conte- 
nant deux coefficients arbitraires à, fi, sera de la forme 

U -(->«>-+- p (V = o, 

et considérons une fonction homogène du second degré de 
ces trois polynômes «, v, <v, qui sont entièrement déterminés 
en x et/. Si, en la désignant par F(m, v, < v ), on pose pour un 
moment 

/(•*, /)=*(«, p > «*), 

on aura 

df d F dit i c/F dv d F div 

dx du dx ' dv dx div rlx ’ 

df c/F du c/F dv c/F div 

dy du dy dv dy div dy 

Or ces dérivées partielles s’annulent comme f{x,y) pour 
les trois systèmes de valeurs de x et / qui donnent simulta- 
nément m = o , v = o, w—o; par conséquent l’équation 
f(x,y) = o représente une courbe du quatrième ordre ayant 
les trois points doubles P, Q, R. J’ajoute qu’elle les représente 
toutes, car le polynôme F(«, v, <v) renferme cinq coefficients 
arbitraires, les trois points doubles comptent pour neuf con- 
ditions, et l’on a bien le nombre total, égal à quatorze, des 
conditions qui déterminent en général une courbe du qua- 
trième ordre. Celte équation obtenue, voici maintenant com- 
ment on en tire les expressions des coordonnées en fonction 
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rationnelle d’une variable. Mettons F(u, e, w) sous la forme 
suivante : 

F(«, p, <v) = («’•+■ nuv)(v -t- mv) -+- (au -+- bi' -+- cu>)u , 

a, b, c, m, n désignant des constantes ; je disque des huit points 
d’intersection de la courbe du quatrième ordre avec celle-ci, 

u = (p -+- mtv)9, 

qui est du second ordre, un seul est variable avec le para- 
mètre indéterminé 0 . En effet, les deux relations sont véri- 
fiées en posant 

u — r o, p -t- imv = o ; 

or, des quatre solutions de ces équations, trois donnent les 
points doubles, et, comme nous l’avons établi, p. 248, doivent 
être comptées comme six solutions à l’égard des équations 
proposées. Nous avons donc bien sept solutions indépendantes 
de 8 ; maintenant on obtiendra comme il suit les valeurs dex 
et j donnant la huitième solution qui dépend seule de ce pa- 
ramètre. 

IV. En premier lieu, je lire des deux égalités 

(p -t- nuv)( p -i- mv) -+ (au -t- bv -t- av)u = o, 
u = (p -t- w(p)0, 

celle-ci, qui est linéaire en «, v, «>, 

p -+■ mv -i- (au -1- bv -+- civ) 0 — o. 

Éliminant ensuite tour à tour u et v, si nous posons, pour 
abréger, 

A — (mb — c)0’h- (m — n)9, 

B i= — ma b 1 — c0 — n, 

C = aO* -+- 40 -t- i, 

nous obtiendrons les suivantes : 

tvB — pC — o, <t’A — «C — o; 
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4o8 

mais j’observe qu’on peul faire, en désignant par ‘P, A trois 
fondions linéaires 

<.=-&<?, a-T<Sl, 

les droites 

f P = o, ^ = o, A o 

représentant les côtés du triangle PQR ; par conséquent, nous 
sommes amenés au\ équations du premier degré, 

^ B — AC = o, <PA - AC r= o, 

ou encore, en introduisant un facteur indéterminé ?. à ces 
trois relations, 


Soient maintenant x = p, y = p' les coordonnées du point 
double P, x — q, y— q celles de Q, et x = r, y= r' celles 
de R, elles prendront la forme suivante : 

® - X(r— q)- x{r'~ q')-*- qr'— rq'~ ^ 
y[p- r)-x(p'—r')~ rp'— pr'= g, 

A = y [q- p) — J -(q‘ -p')-*- pq'~ qp'= g ■ 


Or, en les ajoutant membre à membre, et posant pour un mo- 
ment 


A = p{q'-r')-i- q {r'-p')-\ r[p'~ r/’), 


nous en déduirons 


■g 



mu.liplions ensuite la première par p, la seconde par q, la 
troisième par r, et ajoutons encore, il viendra 



enfin, en opérant d’une manière analogue avec p’, q', r', nous 
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obtiendrons 


Y 7' , L\ 
’ \A B ( 1 / 


et ces résultats donnent facilement 


_ £BC + 7 CA-t- r A B 
J BC -t~CA AB ’ 


//BC-ry'CA-t-r'AB. 

■ BC -+• CA -e AB ! 

ce sont les formules auxquelles nous nous sommes proposés 

de parvenir, et qui ramènent l’intégrale J ydx à celle des 

fonctions rationnelles; voici une remarque à laquelle elles 
donnent lieu. 

Je dis qu’il est facile de reconnaître par leur composition 
analytique que les quantités x—p, jr—p', par exemple, 
sont les coordonnées d’un point double. On a effectivement 

_ „ _ . (7 - p)C.-r-{r~ p)B 

1 BC -h CA AB ’ 

v _ ,/ t (y' — />')C + ('■'— /j’)B . 

J 1 A BC -h CA AB ’ 


par conséquent les deux valeurs de 6 qui sont racines de l’é- 
quation du second degré A = o donnent x — p eiy — p 1 , 
l’une d’elles devant être considérée comme infinie lorsque A 
se réduit au premier degré. Nous observerons que si elles sont 
égales, A étant un carré parfait, le point double devient un 
point de rebroussement; il en résulte qu’en faisant 

U =r p iii,’ G 3 7 C’tf-é -+■ rJC’DV, 

\=rr p' tü.’ £' -+- 7' £’ X 7 -r- r' tlV , 

W --- iB.*© 1 -+- G’ JC’-t- A. 1 il!)’, 

où et, tPo, G sont du premier degré en 0, nous aurons les 
courbes du quatrième ordre à trois points de rebroussement, 
qui sont représentées par les relations 

ü V 

xrr w’ •>'= W 
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Or il est aisé devoir que les expressions 

UV— VU', VW'-WV', WU'-UW' 

auront le produit Xifî>3 en facteur commun, de sorte que 
les coordonnées de la polaire obtenues précédemment (p. 385) 
se réduiront par la suppression de ce facteur à celles d’une 
courbe du troisième ordre. La réciproque de celte propriété 
a également lieu, car une courbe unicursale du troisième 
ordre possédant trois points d’inflexion, il en résulte autant 
de points de rebroussement dans sa polaire qui est de qua- 
trième ordre (*). 


RECTIFICATION DES COURBES. 
Parabole et ellipse. 


On a obtenu pour la longueur d’un arc de courbe plane, rap- 
portée à des coordonnées rectangulaires, la formule 

s — f y/ dx 1 dy\ 

J JT, 

où les limites x , et x désignent les abscisses des extrémités 
de l’arc. C’est à la parabole y' = zpx que nous en ferons la 


(*) Si l’on considère en particulier les équations 

x = cosi;> -t- acosp, y — tint f — i siny, 

qui représentent le lieu engendré par un point d’une circonférence de rayon 
égal à l'unité, roulant à l'intérieur d'une autre circonférence de rayon triple, 
on aura pour les coordonnées de la polaire réciproque 

^ __ S ' n î? y__ COfi { ® 

si ii ? y ’ sinjp’ 

d’où cette équation du troisième ordre 


Y 



dont la polaire est, par conséquent, la courbe proposée, ou l’hypocycloîde à 
trois points de rebroussement. ( Forez sur cette courbe le Mémoire de M. Cre 
mona, Journal de Crelle y t. 64, p. loi, et une Note de M. Clebsch, p. laj.) 
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première application, et comme on a rationnellement 


x 


zL 

a p' 



nous prendrons y pour variable indépendante en écrivant 


S ~fr. (ï) ~1>1. ^?dy. 

Or on peut immédiatement conclure cette intégrale de celle 
qui exprime l’aire de l’hyperbole, savoir 

/ — a* tlx — log (x-t- ^ x‘~ a 2 ) const. 


En faisant a 2 = — p ’, et en écrivant y au lieu de x, il vient 
ainsi 


f 2 p 2 tly ■ ■ — -+- - \> 2 log (y -+- p 2 )-*- const. 

Si l’arc est compte à partir du sommet, on déterminera la 
constante de manière que le premier membre s’annule pour 
y — o, et l’on trouvera 


r\Jr 2 - > <-p 2 i , y-*-\/r 2 

S — - — H p log' — 

■xp l' p 


le terme algébrique, dans celte expression, représentant la 
portion de la tangente à l’extrémité de l’arc comprise entre le 
point de contact et l’axe des y. 

Comme exercice de calcul, j’indiquerai encore le procédé 
suivant pour y parvenir. 

Soit 


d’où 


on aura 


y— 



dy 


pdz 

s J ) v / i~7 i ' 
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maintenant la relation 


donne 


i i i i i * i 

(I - J 1 )' " 4 L(l I - Z + I - zj' 


. . I Z 

, log , 


•A(l-Z') 4 i 

et, en remplaçant z par sa valeur en y. 


\/y 2 ->-p‘ 


on retrouvera bien le résultat précédemment obtenu, si l’on 
remarque, à l’égard du terme logarithmique, que 


.L’ i ) / - y ‘ • p' - 1 - '’ _ (i(r'+ y+.rr , 

1 ~ z ■+■ p* — y p 1 

Comme seconde application de la formule de rectification, 
nous allons considérer l’équation de l’ellipse 


d’où l’on tire 


y = - v'" 711 •* ’. 


r/l — hx 


,Lr ay/a'—x 1 


et, par conséquent, 

* ./V ’ • (*)’*• 

Si l’on pose, suivant l’usage, 

a 1 -b- «V, 

on aura plus simplement 


s — 



de 


f 


H" 




de, 

c‘x‘) 


et nous nous trouvons ainsi amenés, par la voie de la Géomé- 
trie, à la considération d'une intégrale où figure la racine car- 
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rée d’un polynôme du quatrième degré. C’est cette origine 
que rappelle la dénomination de fonctions elliptiques donnée 
par Legendre aux intégrales de celte catégorie d’irrationnelles 
algébriques. A leur égard, nons savons déjà qu’on peut, en 
changeant de variable, abaisser d’une unité le degré supposé 
pair du polynôme placé sous le radical. Ainsi, en posant 

« — X 


x = a j 

l — / 

on trouve 



I — #»* — 2 ( I -4- «•* 1 t •+• ( 

ii-oVfCô 


s)? , 
— <u. 


si, pour abréger, on fait 


F(f)= — (i — 4- a(i -t- e 3 )?— (i — e 1 )/ 3 . 


Les réductions indiquées ( p. ac)3) donnent ensuite 

Ç l — f a — a(l — r *) t -4-f l — r.-'U * _ yf'I ‘ I _ l ! ( _ t ., j / '■ l — t 

J (i-/) , v / FT7) f l-t 2 1 J \Wt) 


dt. 


par où l'on voit que l’arc d’ellipse dépend des intégrales de 
première et de seconde espèce, 


J Vf{t] 



Une autre substitution, à savoir x’=t, conduit plus facile- 
ment encore à cette conclusion, car nous en tirons 



1 

2 



- rU fit 
- T ?t 

(i 1 r h 



rt,ll 


J’indique ces résultats afin d'avertir que c’est l’intégrale de 
première espèce, et non l’arc d’ellipse qui est analogue à l’arc 
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Les arcs de sections coniques représentent en effet un tout 
autre genre de grandeur; ainsi on ne peut ni les ajouter, ni 
les multiplier par des constructions où l’on emploierait des 
courbes algébriques de degré quelconque. Ce qu’il y a d’en- 
tièrement nouveau et de caractéristique dans leur nature ré- 
sulte des belles et importantes proportions de Géométrie que 
voici : 

i° Considérant deux ellipses décrites des mêmes foyers, si 
d’un point quelconque M [fig. 4°) de 
l’une d’elles on mène des tangentes MA, 
MB à l’autre, l'arc AB compris entre les 
points de contact diminué de la somme 
AM - 4 - BM est une quantité constante. 

2 ° Faisons la même construction en 
supposant le point M ( fig . 40 sur une 
hyperbole homofocale à l’ellipse, qui la rencontre en N; alors 
Fig. 41 . la différence des arcs NA et NB sera 

égale à la différence des tangentes MA 
et MB. 

3° Soit enfin deux tangentes MA et 
MB [fig.fa) menées à l’ellipse, par un 
point quelconque; si l’on construit un 
cercle tangent aux deux droites et à la 
courbe en N, la différence des arcs NA 
et NB sera encore égale à MA — MB. 



Fig. 4o. 


M 



F‘B- 



Le premier de ces théorèmes a été 
découvert par un géomètre anglais, 
M. G raves, qui l’a étendu aux coniques 
sphériques; les suivants sont dus à 
M. Chasles (*), ainsi que plusieurs 
autres propositions du plus grand in- 
térêt sur les polygones inscrits et cir- 


( ) Comptes rendus de l'Académie des 


Sciences, année i8'h. — Voyez aussi 
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conscrits à deux coniques homofocales. Voici la démonstra- 
tion du second théorème, d’après l’illustre géomètre. 

Considérons sur l’ellipse deux tangentes infiniment voisines 
en A et A' ( fig. 43); soient M et M' les points où elles cou- 
pent l’hyperbole, et R leurs 
points de rencontre. Nous ob- 
servons qu’en projetant sur 
A'M' les points M et A en P 
et Q, on a, aux infiniment 
petits près du second Ordre : 
RQ = RA et QP-AM. La 
première relation montre d’a- 
bord que la corde de l’arc 
AA', et par conséquent cet arc 
lui-même, est encore égal aux 
infiniment petits près du se- 
cond ordre à A'R-t-RQ = A'Q. 
Cela posé, j’envisage comme 
fonctions d’une même variable l’arc d’ellipse NA = s et le 
segment de tangente AM = /, de sorte qu’en la faisant croître 
de sa différentielle on passe du point A au point A', ce qui 
donnera 


Fig. 43- 



A 


Or, ayant 


NA'=.r-w/ï, A'M '=t + dt. 
A'M'= A'Q ■+• QP PM', 


on conclura de notre seconde relation, QP = AM = t, celle-ci, 
à savoir : 

fit = fis H- PM'. 


Soient maintenant MB et M B' les autres tangentes menées 
par les points M et M' à l’ellipse; si, en désignant par B et B' 
les points de contact et par S la projection du point M sur 


le Traité des sections coniques de M. Salmos, s* édition, p. et dans le 
Journal de Crelle t t. 67, p. 4o, le Mémoire de M. Kiipper, « Considérations 
géométriques destinées à faciliter l’étude de la théorie des transcendantes el- 
liptiques. » 
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M' B', on fait 


CALCUL INTÉGRAL. 


NB BM = 

nous aurons de même 


(II, = ris, -t- SM'. 


Mais, d’après ia propriété de l’hyperbole homofoeale, les 
angles de la tangente MM' avec les tangentes à l’ellipse M'A' 
et M B' sont égaux; il en résulte que PM'= SM' et, par suite, 


t/l — t/l, - t/s — ris,. 

On en conclut 

i — /, = a* — s, -t- const . ; 


et j’ajoute que la constante est nulle, car les deux arcs et les 
deux segments de la tangente s’évanouissent en même temps 
quand on fait coïncider les points M et N. 


Des courbes algébriques dont l’arc s’exprime par la fonction 
elliptique de première espèce. 

I. L’idée si naturelle de considérer dans d’autres courbes 
que le cercle les coordonnées d’un point variable comme des 
fonctions tle l’arc compté depuis une origine fixe jusqu’à ce 
point ne donne aucunement, lorsqu’on envisage l’ellipse, des 
quantités analogues aux lignes trigonomélriques. Les fonc- 
tions périodiques ainsi définies, qui au premier aboid sem- 
blent uniformes, sont en réalité des racines d’équations trans- 
cendantes, admettant pour chaque valeur de la variable une 
infinité de déterminations imaginaires dont il n’est pas pos- 
sible de séparer la détermination réelle que représente la 
Géométrie. C’est dans le quatrième ordre seulement qu’on ren- 
contre une courbe dont les coordonnées sont des fonctions 
uniformes de l’arc, pouvant servir à une définition semblable 
à celle des fonctions circulaires pour les transcendantes plus 
élevées, qui sont l’objet de la théorie des fonctions elliptiques. 
Cette courbe est la lemniscate, et, en effet, par des construc- 
tions géométriques, on obtient un arc égal à la somme ou à la 
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différence des deux arcs donnés; le périmètre total peut être 
dans les mêmes cas que la circonférence du cercle, divisé 
en parties d'égale longueur, en n’employant que la règle et 
le compas. Elle a pour équation 

(.r >+/’)’= x’- 7 ’, 

et appartient à la catégorie des courbes unicursales, les coor- 
données, comme on l’a vu page 24{, s’exprimant ainsi : 

0 -t- O» _ 0 — 0 * 

“* _ I -+- 0 *’ ~ I -t- 0 ' 

Deux des points doubles sont à l’infini, le troisième étant 
l’origine; elle se déduit de l’éq ua lion générale précédemment 
donnée des courbes unicursales du quatrième ordre, en sup- 
posant que, des facteurs linéaires qui entrent dans les quanti- 
tés u, v, l’un se réduit à une constante et correspond à une 
droite éloignée à l’infini, les autres étant les expressions ima- 
ginaires conjuguées 

x + x-yy-.. 

Nous aurons ainsi 

u = (x-t-yV-i )(* — r/-"») ~ y ', 

• V-X-hf l/-ï, «• - x — _>V-7, 

et la relation homogène 

2 ' ' 

reproduit, en effet, l’équation précédente. Maintenant on tire 
des expressions rationnelles de x et y* les valeurs 

,/x I-+-30 1 -3 V-V tir 1 - 30’- 39' -t- 0* 

M ~ (ih-**)' ’ i/o ~ (i t- 0')* * 

d’où résulte 

/dry ft/ry 1 
\ 40 j^ \r /5 / — It» 1 ’ 

l re Partie. 27 
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et, par conséquent, 



C’est cette relation qui donne inversement pour 6 une fonc- 
tion de s, uniforme, périodique et réalisant d’une manière 
complète l’analogie avec les lignes trigonométriques qu’on 
n'avait pu obtenir en partant de l'ellipse. Mais la lemniscate 
n’est point la seule courbe dont l’arc s’exprime ainsi par l’in- 
tégrale elliptique de première espèce; M. Serrel en a décou- 
vert une infinité d'autres algébriques et même unicursales; 
voici succinctement ses résultats (*). 


II. Soit n une constante supérieure à l’unité, de sorte que 
le trinôme V — mt i ail ses racines réelles et que le radi- 
cal R = y ; — /> ■+- mt — i soit aussi une quantité réelle, / ayant 
une valeur comprise entre ces racines. Cela étant, je pose 


U 


t— |-4- yf Z | R y 
V'af/i— i)< 


/ ■+- i — »/— i R 

— 7== — î 

V'a(« -t- ij/ 


ces expressions imaginaires auront pour module l’unité, et 
l’on vérifie aisément que 


rflogU / — / 1 r/logV , — / — l 

~iü - v - i ~~dT v- 1 "iTjf * 

Déterminant donc x et y en fonction de /, en égalant les 
parties réelles et les coefficients de \J — » dans la relation 


on aura 


n —i n 4-i 

•r •+■ « = y// U ■ V™ , 


r/l og(x -t- r y/ — i ) _ i 
>tt ~ a t 


n — t r/log U 
a ilt 


n -i- i ri log V 
a dl 


R \f— \ ( / — n ) 
Z~.u > 


(*) Court de Calcul différentiel et intégral, ». Il, )>. aG8, et plusieurs Mé- 
moires dans le Journal de Mathématiques de M. I.iocville, t. X. 
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et, par suite, 


d.r ilr , , , — v R -+ — i (/ — 

lu + r/7 ^ *- r + y — hiR 

Or les modules de U et V étant l’unité, on en conclut 


( d.t\ 3 ( tlr\* . , , . R*-t- (/ — n\* n 7 — i 

U) - U) = 1 ' ' 47TF w 


et, par conséquent. 


r t 1 , 7 - i > f u 

J 4 ]/t (— t 7 -r- •xnt — ij 


L’arc est donc exprimé par une intégrale elliptique de pre- 
mière espèce, et l’expression de x + y y'— i montre que 
l’équation de la courbe sera algébrique, lorsque la constante n 
sera un nombre commensurable. Dans le cas de n entier et 
impair, les coordonnées ne renfermeront même d'autre irra- 
tionnelle, par rapport à t, que le radical R = \J— f’-f- a ni — i 
qu’on pourra transformer, par une substitution, en une fonc- 
tion rationnelle d’une autre variable, de sorte que la courbe 
sera unicursale. 

Soit, par exemple, n — 3, ce qui donnera 

, — r t — i i/ — i It / h- i - U \ 3 

-yfi 7- ( ) ’ 

■x\t \ isjxt J 


nous en conclurons 


->- 4 1 — i 


'- R T' 


en supposant IL = y'' — — i, et ces relations repré- 

sentent précisément la lemniscate. 

Écrivons, en effet, l’équation entre x et t de cette manière : 

t[t - 4x-r 4) = I, 

et remplaçons t par a 1 -f- y 7 , elle devient 

(.r 5 -*- y) [( r - = 1, 
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ce qui met en évidence l’une des propriétés caractéristiques 
de la lemniscate; il suffit d’y changer rem + i, pour l’ob- 
tenir sous la ferme ordinaire 

(x’h- /’)’= r’). 

Je rattacherai aux courbes de M. Serret celles d’Euler, dont 
les arcs s’expriment par des arcs de cercles (* ), et qui en sont 
de simples transformées qu’on obtient en posant 

X = x 1 — y 3 , Y - i rr, 

ou bien 

X - 1 - \ — I ; (x I 1 • 

Ayant, en effet, 

n — i n +- i 

x+y^-i-(/(U » V 1 , 
nous en conclurons 


X + Y y - i — / U" _ 1 V" +l , 

ce qui donne d’abord 


X 1 -r- Y’ -t 


puis 


rflo?(X+Y'v' , -i| r/log(.r -f- v v — i ) R + v-ifl-»! 

îit “ 2 Ht ~ 7ii 

et, par suite, 

4v/-‘ = (X + Y v /-7) *— Ji} . 

rit tll v ' y I /R 


Or on tire de là 

A/xy a/ y y /<*- 1 

\ ,u ) r \<tJ ) ~ R 1 ’ 

cl, enfin, si nous désignons parr l’arc de la courbe, 

r (rt'-\)'lt 

J yf-e-y-wt-i' 

quantité qui ne dépend en effet que des arcs de cercle. 


(* ) l oir sur ces courbes le Cours de Calcul différentiel et intégral de M. Sah- 
RET, t. II, p- 333. 
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III. Pour donner un exemple de la formule de rectification 
des courbes dans l’espace, je considérerai l'intersection des 
deux cylindres du second degré 

a'x 3 — lax = o, s’ — 6 J x’ ibx — o. 

Or on tire de ces équations 

(HrV _a[i-ax\' /rf*V l>(\— bx ) 1 

\rU ) x(a — ax) ’ \(iz ) x(a — 6x1 ’ 

et un calcul facile donne le résultat suivant : 




2 [a — b) 

X( 2 — ttx) (2 — 6x) 


En assujettissant les constantes a et b à la condition 
a } — b’— i, de sorte que l’une d'elles reste arbitraire, on aura 
donc cette expression par l’arc de la courbe de l’intégrale el- 
liptique de première espèce, la plus générale, à savoir 


J 


\/'i {/i — b ) Hx 
yx(’t — axj (a — bx) 


tandis que les courbes planes de M. Serret, si elles sont algé- 
briques, ne représentent, comme on l’a vu, l’intégrale 


/, 


Ht 


v/f ( — f- 2 nt — i) 


qu'en supposant n commensurable. 


Des fonctions algébriques dont l'intégrale est réductible 
aux transcendantes elliptiques. 


Legendre, dans ses travaux sur les fonctions elliptiques, a 
eu pour principal but d’étendre le champ du Calcul intégral, 
en étudiant les transcendantes qui ont pour origine la rectifi- 
cation de l’ellipse, et en en construisant des Tables, afin de 
pouvoir y ramener, comme à des quantités connues, le plus 
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grand nombre possible des intégrales qui ne peuvent s’obtenir 
par les arcs de cercle et des logarithmes. C’est dans celle 
pensée que le grand géomètre a intitule l’un de ses pre- 
miers M émoires : Sur l'intégration par arcs d’ellipse ; mais 
elle n’a été réalisée dans toute son étendue que de nosjours. 
M. Clebsch, le premier, a donné en général le caractère ana- 
lytique des équations algébriques F(x, y) = o, dont les va- 
riables peuvent s'exprimer par des fonctions rationnelles 
d’une indéterminée 0 et de la racine carrée d'un polynôme 
du quatrième degré en 0. Il consiste en ce que, si l’on dé- 
signe par n son degré, la courbe représentée parcelle équa- 
tion possède un nombre de points doubles égal à ^ n(n — 3); 

celte condition étant remplie, on a, comme on le voit, parles 
expressions de x et y en 9, la substitution qui ramène aux 

fonctions elliptiques l'intégrale j f(x,y)dx, où f{x, y) est 

une fonction rationnelle quelconque. Je renverrai, pour la dé- 
monstration de celle belle proposition, au Mémoire même de 
M. Clebsch (*); mais, en raison de son importance, j’en pré- 
senterai quelques applications, suffisantes pour l’objet de ce 
Cours, et qui se lieront naturellement à celles que nous avons 
précédemment faites de la théorie des courbes unicursales. 

I. Soit, en premier lieu, l’équation générale du troisième de- 
gré; les expressions des variables s’obtiennent par le procédé 
élémentaire que voici. Partant de cette forme de l’équation, 
que donne la théorie des asymptotes, 

ABC = D, 

où A, B, C, D sont des fonctions linéaires dex ely, j’observe 
que les hyperboles AB = 9, ayant deux asymptotes communes 
avec la courbe du troisième ordre, la rencontreront seule- 


(*) Vcber diejenigen Curven deren Coordinatcn sich ah elli ptische Functto- 
nen ciliés Parameters darstellcn lassrn [Journal de Crelle , t. G 4 , p. 110). Voir 
aussi l'Ouvrage déjà cité de MM. Clebsch et Gordan, Théorie des Abelschen 
F u net ion en , p. 69. 
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niciil en deux points, qui seront en effet déterminés par les 
relations 

AB = 9, D = 6C. 

Cela posé, soient 


A x + ajr -i- a', 
B = x -i - by t- b', 
C — x +- r_ 7 ' -t- c'. 


et faisons, en disposant des constantes g, h, k, 


n _ /'B -h /. 

U -b ’ 


il suffit de remarquer cette identité 


( è f)A-i-(r — n)B-f- (a — b) C = (b — c) a'-+- (r — a) b'-t- (n — b) c' 

pour avoir les quatre équations nécessaires au calcul de A, B, 
C, D en fonction du paramètre variable 9. Une élimination fa- 
cile donne, en effet, si l’on écrit, pour abréger, 

x = b — r, |5 = r — n, y = « — b, l — (b — c)a' +- (r — a) b'-h [n — b)c\ 

cette équation en A, savoir 

(a9-t-g-)A ! -(/9- X) A -+- {pO -h h)9 — o. 

Le discriminant est le polynôme du troisième degré 
0 = (/9-*)’— 4(a9+ ff ) {p9-h/,)9, 

et l’on en tire 

10 - / o- i/S 

A = — • 

a (*9 -r-£) 

Nous trouvons ensuite 


0 1 0 — A — v/w 

X~ B ~ ■xÇfj -r-bj' 


de sorte que, ayant 

x -+- a r h - a' — 


jr -h by -h b' ~ 


10 — / -H y /m 

a (a6 h- g)~ ’ 

10 — /■ — ^/w 
a ( pÔ ■+■ 7i ) ’ 
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nous en concluons enfin 


(a — b)x-> -ab'— bd = 


(10- / i[(c/ï — hf,) r i t ng- /;//] : (ryO- fl» 9//\0 
2 (a 0 -i-g) (£ 9 -h/i) 


(a — l>)y-i n' — 6' - 


j/9 — /)[<[» — x) 9 - g - h /<] — (y9 — g — h) y/B 
a ( * fj -*- £ M f.0 h- /, ) 


Ces formules seraient en defaut dans le cas de a — b; je me 
bornerai à remarquer qu'alors les points de la courbe se dé- 
terminent individuellement par des sécantes parallèles aux 
deux asymptotes dont la direction est commune; de sorte 
qu’elle est unicursale. Soit maintenant comme application 
l’équation 

x* 4 - y 3 — 3 axy -t- l — o, 

qui est la transformée canonique générale des courbes du 
troisième ordre. Nous mettrons d'abord les asymptotes en 
évidence, en l’écrivant sous cette forme, où e désigne une 
racine cubique imaginaire de l’unité, 

(x -t- r -J- fl) (x -t- cr ■+ s’a ) (x -t- e’y -+- ta) = «*— i. 

Or, la quantité D se réduisant à une constante, on est conduit 
simplement à déterminer les points où la droite 

«’ i 

X -h y -h a = — , 


parallèle à l’une des asymptotes, rencontre la courbe; et en 
faisant 

b — fl 3 — i, 0 — 46 ' — qa’O’^r 6ab0 — b’, 


nous obtenons facilement 


b — « 0 H b — n 9 y/ 3 M 

• 1 9 si b ’ ^ 2 9 09 

De ces expressions résulte pour l’intégrale J y dx, ou plu- 

j (jdr-xdj), 


tôt celle-ci 
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qui représente l’aire d’un secteur de la courbe, la valeur sui- 
vante : 



On la ramène ensuite, au moyen des formules de réduction 
qui ont été données, page 293, à celle forme plus simple 



où n’entrent plus que les fonctions de première et de seconde 
espèce (*). 

II. L’équation générale des courbes de quatrième ordre, 
qui possèdent deux points doubles, dont l’un serait l’origine 
x — o, y — o, l’autre ayant pour coordonnées x = x, y — j 3 , 
est, comme il est aisé de le voir, de la forme 

A(.r — *)’-+- B (x - a )(j- 5)> - o, 

où A, B, C désignent des trinômes homogènes du second de- 
gré. Cela étant, je me proposerai, au moins dans un cas particu- 
lier, de donner un exemple de détermination des variables en 
fonction explicite d'une indéterminée, et je choisirai, dans ce 
but, l’équation suivante : 

(x — ny)(x — a'y)(x - a)* -+- n,\x — by){x — b'y)(y - p )* = o. 

Or, en considérant la courbe du second degré 

{a: — — a) — m r ){x — by)(y — p), 

nous voyons qu’elle a seulement deux points d’intersection 
avec la proposée, qui varient avec 0 . En effet, des huit solu- 

(*) L’étude de l'équation générale du troisième degré a conduit M. Aron- 
hold et M. Clebsch à des résultats du plus grand intérêt ; pour ce qui concerne 
l'expression des coordonnées, je renvoie au Mémoire de M. Clebsch : Veber 
einen San von Steiner nnd einige P unité der Théorie der Curven dritter Ord- 
nung ( Journal de Crel/e, t. 63, p. y4 ). 
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lions des deux équations, celles-ci d’abord : 

x - o, j = o; x - a, y = $, 

et, en second lieu, celles qu’on oblienl en posant 

x — ny — o, 1 — f = o ; x - b y -- 0 , x — a — o 

donnent toutes des points fixes, et les premières représentent 
quatre solutions comme répondant à des points doubles. Eli- 
minons maintenant x — x, et l'on obtiendra 

(j- — ay)[ x — b' y) -t- 6’{x — a'y)(x — è.r) = o, 

de sorte que, faisant x — ty, t sera déterminé par 1 équation 
du second degré 

(/ — a)[t — b') -+■ 0* (/ — </)(/ — b) -o; 

ayant d’ailleurs 

(t — «) [x — x) - /7|9(/ — b)[y — f ), 

nous en conclurons les expressions suivantes : 

y.lt - -m V-.'t - b] . _ x(t -n\ - b) _ 

x -‘ / — b) ’ 3 t — f , — b) 

Mais on en verra mieux la nature si l’on rend le dénomina- 
teur rationnel en 0; elles prennent alors celle nouvelle forme 

P-hQv'w P'-QV» 

X ~ aR ’ TH "’ 

en supposant 

O = [(n'-b)^ h a - b'\ 4- 4(« - u')(b - 6' ) 0* , 

Il = mb{,,’- b)','-*- — b) -i- a’b[n - n')]')* -v m [ah t- a' b- xbb’) 0* 

-t- [/n’(i'— b) -t-nb'{ti — «’)](/ -t- n.b'[n — b'), 

V := mb(n'-b)(x -+-a'$)V + [m , ï(b'-b)(a'+ b) ixab' {n - «')] r J 3 
-t- ni[x(xnb' -hXft'b — nb — xbb' — a’ b') 

-H p [a a' b -t- a a' b' — nbb' — a'bb')] c l 1 
-i- [«i ! p [b' — 6)(rr -t- 6') -t- a yab'(n — inb'(a — b)(* + 
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P' r w(«'-i)(a-l-*?)9'-f-[a/« J f(A'-A) -t- a(o - «')(«' -+- b)]V 
/«[a (« -i- a' — b — b’) -h ‘ [mb' -+- an ' b — ab — a bb' — a' b' fi* 
■+• [a/« 3 S(// — b) -+- a{<7 — «')(« -i- b')]9 •+• ni {a — b '){ a H- $b'), 
(J mb(x — rt'S )0 ’-h — i')8 -p- nib'[y — a p), 

Q'.— m (a — é£)8 3 -t- a(a — n')9-+- m ( a — 6' f). 

La polaire réciproque des courbes du troisième ordre appar- 
tient encore à la catégorie dont nous nous occupons. Elle 
représente, en effet, et de la manière la plus générale (*}, 
une courbe du sixième ordre qui possède neuf points de 
rebroussement; or les formules 


donneront les coordonnées en fonction explicite de 0, si l’on 
y remplace x et y par les expressions obtenues précédemment 
pour les courbes du troisième ordre. Ainsi l’équation 

jt 3 -+- y 3 — 3 axy -H- i --- o, 

ayant pour polaire, d’après M. Cayley, 

4(« 3 - i)(X 3 V' -t-X 3 -^Y 3 ) -i- |X' + Y' + i)’ 

- 6«*XY(X’h- Y 3 -t- i] -f- 3 a(a*~ 4 )X : Y 3 = o, 

les formules obtenues plus haut 


b — nO y/3<-> b — «0 y/3» 

r = h "W ’ - V " CF 

conduiront aux valeurs suivantes : 


aS 3 — 3 ab9 -+- b* -t- hfi'Sti a8 3 — 3 abO -t- b 3 — b y/3» 

a p/8 1 — ZbV‘ 3a*b(l — ab* j ’ a («9 — 30ô 3 -y- 3a*b0 — ab *) 


(*) Une courbe du sixième ordre dépend de 27 constantes, et comme un 
point de rebroussement entraîne deux conditions, il ne restera, en supposant 
neuf points de cette nature, que neuf paramètres indéterminés, qui sont, en 
effet, donnés par la courbe générale du troisième ordre dont on a formé la 
polaire. 
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Volumes des corps limités par des surfaces quelconques. 

I. Soit, par rapport à trois axes coordonnés rectangulaires 
2 f(x,y ), l’équation d'une surface quelconque; nous nous 
proposons d’évaluer le volume compris entre le plan des xy, 
cette surface et un cylindre parallèle à l’axe des z, dont la 
trace <p(x, y) — o soit une courbe fermée. 

A cet effet, coupons le solide par le plan = figurons 

sur le plan des zy en BCC'B' 
(y?#. 44) l’intersection ainsi ob- 
tenue qui s’y projette en véri- 
table grandeur, et traçons aussi 
la courbe ç(.r, y)=o. En sup- 
posant à son égard qu’à toute 
valeur x — OM de l’abscisse 
correspondent seulement deux 
ordonnées 

y — AM, y, — A'M, 

nous commencerons par évaluer l’aire de la courbe 

z — /(OM, j), 

comprise entre ces deux ordonnées, et qui est représentée 
sur la figure par BCC'B', les points B et B' étant les projections 
sur 0/ de A et A'. On obtiendra ainsi l’intégrale définie 

/ / ( OM, y) f/y, 

J AM 

où il importe d’observer que la variable x qui entre dans OM, 
AM, A'M est supposée constante. Faisant, pour plus de clarté, 

y AM 0(.r), 
y, — A'M - 8, (•*-), 

nous poserons 

y A' M yo/.x) 

BCC'B' = J /(OM ,y)'/y= /(*, y)<!y =- 0(x). 

./AM .'«(.r) 


Fig. 4b 

"I ! 
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Cela étant, si l’on partage le volume proposé en éléments 
infiniment petits par des plans perpendiculaires à l’axe Ox, 
et dont la distance constante soit dx, on pourra, à ces élé- 
ments, substituer des cylindres ayant pour bases les sections 
faites par ces plans, pour hauteur commune dx, et dont les 
volumes seront représentés par (à[x)dx. La somme de ces 
cléments entre deux limites x — a, x = b, c’est-à-dire l’inlé- 

/»* 

grale / Q{x)dx, donnera ainsi la portion du solide proposé 

J a 


qui est comprise entre les plans x — a, x — b, et nous obtien- 
drons le volume entier V. Si nous faisons correspondre les 
abscisses a et b aux points extrêmes de la courbe <a (x, y)= o, 
où la tangente est parallèle à l'axe des y, ce qui donne les 
deux équations 




d v ( ,r, rT 
~~dy ~ 


En conduisant ainsi à l’expression 


C b r b /•«.(•O, 

V - / &(x)dx -r / dx / f(x,y)dy, 
J a J a J c ) 


la Géométrie donne une notion analytique nouvelle, extension 
de la notion fondamentale de l'intégrale définie J f{x) dx : 


c’est celle de l’intégrale double d’une fonction de deux varia- 



calculée en supposant que ces varia- 


bles x et y représentent tous les points de l’intérieur d’une 
courbe fermée <?(x, y) = o. Mais nous ne nous occuperons 
point dans ce Cours de l’étude des intégrales doubles, qui est 
d’une grande importance en Analyse, et je me bornerai à éclair- 
cir par deux applications principales les considérations précé- 
dentes. 


11. Soit l’ellipsoïde 
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et pour base du cylindre 

?(•*•./) = o. 

l’ellipse quelconque 

.r 1 v 1 

ï 5 p ~ '• 

ce qui donnera 

y -- ® (x) - — P y 

*,(•*) = + ? y/ 

Nous aurons, pour déterminer 0(x), en considérant seule- 
ment la valeur positive de z, l'expression 



qu’il est possible d’obtenir sous une forme assez compliquée 
à l’aide de termes algébriques et transcendants. Mais si les li- 
mites de l’intégrale sont précisément les valeurs de y, qui 
annulent la quantité sous le radical, la formulerelalive à l’aire 
du cercle 

/*+A 

/ y/A’-j’-KA’ 

J— A 

donne la valeur purement algébrique 

La base du cylindre, dans cette supposition, n’est autre que 
la trace de la surface sur le plan des xy, de sorte que l’inté- 
grale 

£y { - T),ix = ** ( x ~ü>- x ' + &) 

représentera le volume de la portion d'ellipsoïde située au- 
dessus du plan des xy, et comprise entre deux plans conduits 
perpendiculairement à l’axe des x, aux distances x, et x de 
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l'origine. Or les valeurs extrêmes de l’abscisse sont évidem- 
ment x — -- a et x — -+- a, et nous aurons, pour la moitié du 
volume total, 


V — Jr 




'lirnlir 

3 


III. En général, pour déterminer le volume limité par une 
surface fermée 


F(x, /, i)= o, 


que nous supposerons donner seulement deux valeurs de z 
en fonciion de x et de y, on prendra, au lieu du cylindre 
quelconque <p(x, y) = o, le cylindre circonscrit à cette sur- 
face, et la différence des volumes qui se rapportent à la plus 
grande et à la plus petite valeur de z fournira le résultat cher- 
ché. Or, la condition pour que le plan langent 


, Y d F d F d F 

(X-*) Æ + ( Y -7)^-nZ- s )^=° 


soit parallèle à l’axe des z étant - = o, le lieu des points de 

contact de tous ces plans, et par conséquent la courbe de con- 
tact du cylindre sera représentée par les relations 


F(x, j, î)= o, 


d F(x. r, 2) 
dz 




et l’élimination de z donne, par conséquent, l’équation cher- 
chée <f(x, y)—o. Il restera enfin à calculer les valeurs li- 
mites de x, qui correspondent aux points où la tangente a 
celte courbe est parallèle à l’axe des/, d'après les conditions 

, . dm(.r. vl 

?(*>/)= °. -f- — - o. 


Mais on aura un procédé plus simple si l’on observe qu’en 
ces points le plan tangent est perpendiculaire à l’axe desx; 
on tire de là en effet 


*)= o, 


d¥ 

dz 


O, 


dV 

«y 


— o. 
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IV. Pour seconde application je donnerai, d’après M. Cata- 
lan (*), l’évaluation du volume de la portion du cylindre cir- 
culaire 

comprise au-dessus du plan des xy, et limitée par la surface 

i\ - z'jc 1 — fy 1 

V 1 — " r> ~ y* 

On ne peut plus alors obtenir sous forme finie la fonction 
(-)(x), l’intégrale 

f - — * 

«• V 1 J y J l/jl — ac’x 1 — py 1 ) (l — X 2 — jr*) 

dépendant des fonctions elliptiques, puisque la variable y 
entre au quatrième degré sous le radical carré; nous procé- 
derons comme il suit. Supposant les constantes x et (3 moin- 
dres que l’unité, j’observe d’abord que toute section de la 
surface 

/i— «‘x 1 — p*x* 

par un plan perpendiculaire à l’axe des z est une ellipse. C’est 
ce que montre l'équation écrite de cette manière 

et l’on reconnaît que, poura<[i, la section est imaginaire, 
qu’elle donne un seul point, l’origine des coordonnées pour 
z— i, puis une suite d’ellipses grandissant avec z, et ayant 
pour limite le cercle x’-yy 1 — i , quand on suppose celle quan - 
tilé infinie. D’après cela, nous modifierons la méthode géné- 
rale en décomposant le solide, non plus en tranches parallèles 
au plan des yz, mais en couronnes cylindriques parallèles à 
l’axe des z, et dont voici l’expression. 

Soit 

Z = K 

v'T*"— P‘) 


(*) Mémoire sur la réduction d'une classe d’intégrales multiples ( Journal de 
U. Liuuville, t. IV, p. 3a3). 


Digitized by Google 



APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 


433 


l’aire de l’ellipse 

Si l’on fait croître z de dz, Z croîtra pareillement de sa dif- 
férentielle rfZ, et le volume compris entre les deux cylindres 
concentriques infiniment voisins, dont les bases sont les el- 
lipses qui correspondent aux valeurs z et z -+- dz, sera zdZ, à 
un infiniment petit près du second ordre. La somme de tous 
ces éléments, lorsque z croit de l’unité à l'infini, donne donc, 
pour le volume cherché, l’intégrale 



On remarquera combien est simple un pareil résultat, eu 
égard à l’extrême complication qui s’était offerte en traitant 
par la méthode générale l’intégrale double proposée. Pour le 
réduire encore, nous considérerons, au lieu de l’intégrale 
prise depuis z = 1 jusqu’à z = » l’intégrale indéfinie, et nous 
écrirons 

* z'— » rh 

v / (* r — *’)(*' -F) 

C’est le second membre de celte égalité qui exige une trans- 
formation que nous allons faire, car il donnerait, pour z = 00 , 
la différence indéterminée de deux quantités infinies. Je par- 
tirai à cet effet de l’identité 


CzA - *-*--1 1 = 


dz 


j Vi»»- «»)(«»- y> j 


a’fi’ 


«'P* 


zV(**— «>)(*’- ' ✓(*’- «M»'- F) “’ll* 1 — P J ) 

d’où l’on tire, par l’intégration, 

y/(z'- a a ) '(T r ^py r z'dz C a' b'dz 


r z'dz r 

J v/( z'—^)(z'-p' ) J 1 


z'ÿ(z‘ — *')(z‘—p‘) 

Éliminant donc, au moyen de cette relation, la quantité 
j' - -- 2 qui devient infinie avec z, nous trou- 


>/( *•-«•}(*->) 
l re Partie. 


28 
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vons pour résultat 
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fs 1 - i 


tA*' -*’)(*' -F 



«.'ÿd* 


V^s 3 - » 3 )(z 3 — P T ) 

W) 



P) 


8 »(« »-l.p»- it - g»ft» r ffe 

*✓1*’ — *■) t*’— P*) J v'i* s -«’K*’-P) 



*>&Vs 




et aucun des termes de celle équation ne devenant plus infini 
aux limites, on en conclut la valeur 





rfc 



x'p'dz 


Bientôt nous en aurons l’application à une question impor- 
tante. 


Quadrature des surfaces courbes quelconques. 


L’aire d’une portion de surface courbe comprise dans l’in- 
térieur d’un contour fermé quelconque se définit comme la 
limite vers laquelle tend faire d’une surface polyédrale in- 
scrite, dont toutes les faces diminuent indéfiniment, et ter- 
minée par un contour polygonal ayant le contour donné pour 
limite. En parlant de cette définition, analogue à celle qui a 
été employée pour la longueur d’une ligne courbe, il faut dé- 
montrer que la limite de la surface polyédrale existe, et a une 
valeur indépendante de la loi de décroissement de ses faces. 
Mais la dénfonstration est longue, et, afin d’abréger, je traiterai 
la question en me plaçant à un point de vue différent. 

Soit 

*=/(■*> r) 
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l’équaiion de la surface proposée rapportée à des coordonnées 
rectangulaires. Je considère d’une part deux plans menés per- 
pendiculairement à l’axe des x, aux distances x et x -+- dx de 
l’origine, et de l’autre deux plans perpendiculaires à l’axe 
des / et aux distances/ et/ -+- dy. Ces quatre plans détermi- 
neront sur la surface un quadrilatère m, dont la projection sur 
le plan des xy sera un rectangle ayant pour côtés dx et dy. 
Cela posé, j’admettrai qu’on puisse remplacer « par la portion 
du plan tangent en un quelconque de ses points qui se pro- 
jette sur le môme rectangle. C’est donc prendre, en nommant X 
l’angle du plan tangent considéré avec le plan des xy, 

dxdy 

W -_=z , 

COS A 

et comme une variation infiniment petite dans cet angle n’al- 
térera u que d’une quantité infiniment petite par rapport à 
elle-même, on peut considérer le plan tangent au point xyz, 
qui est l’un des sommets du quadrilatère, ce qui donnera 


CO S A — 


vMIHD'' 

. . . . df 

On a ainsi, en posant, suivant 1 usage, j>= <1 


Soit maintenant 


w =r dx dy y / 1 p‘ -+- q‘ . 


*f(x,y)= o 


if 

dy ’ 


la projection du contour limité de l’aire; il s’agira d’effectuer 
la somme de tous les éléments w correspondant aux points 
contenus à l’intérieur de cette courbe, question d’Analyse iden- 
tique avec celle que l’on vient de traiter; d’où l’on voit qu’on 
peut assimiler en général l’expression analytique de l’aire 
d’une surface à celle du volume d’un cylindre ayant pour trace 
la courbe y(x,y) = o et limité par la surface z = y'i -r- p* q '• 

L’application la plus importante concerne l’ellipsoïde 

r* z* 

— Tî + j = ■ i 
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r* X c* Y 

P = — r. r et 'l = ~ ïj-' 


et la moitié de l’aire totale sera l’intégrale 


fJv- 


- r’ ' A’ — c 1 , 

7~* ~ -F- r 


a > b 7 


si l'on prend pour la courbe limite la trace de l’ellipsoïde sur 
le plan des xy 


Or, en faisant 


ce qui donnera 


a‘ b* 


x , y , 
- = x\ T = y 
a b J 


x' i ^-y' i =i, 


cette intégrale prend la forme 




où l’on a posé 


, «— C Cl 


quantités qui sont l’une et l’autre inférieures à l’unité lors- 
qu’on suppose 

a > b > c\ 

c’est l’expression déterminée précédemment en l’assimilant à 
un volume, et que Legendre a réussi le premier, par une mé- 
thode savante et plus difficile, à réduire aux intégrales ellip- 
tiques de première et de seconde espèce. 


Volume et surface des corps de révolution. 


Soit y —f( x ) l’équation d’une courbe en coordonnées rec- 
tangulaires; je dis que le volume engendré par le segment 
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MM'PP' (Jig. 45) tournant autour de l’axe des x, et dont 


la base MM' = rfi est 


Fig. 45. 


y 

y 



Pj 


0' 

1 

j 


V 


M 5 

r t 


égal à ttMP rfxaux infiniment petits 
près du second ordre. Menons en effet 
par les points P et P' des parallèles à 
l’axe, de manière à comprendre le 
segment entre les rectangles MPM'Q', 
MQM'P'. Le volume engendré par le 
segment sera donc compris entre les 
deux cylindres engendrés par les rec- 
tangles, qui, étant de même base, sont 


MP 

entre eux dans le rapport • Or ce rapport est à la limite 

MQ 

égal à l’unité, ce qui démontre la proposition annoncée. On 


en conclut, pour le volume engendré par le segment compris 
entre deux ordonnées qui correspondent aux abscisses quel- 
conques x = a, x — b, cette expression : 


V -= 



Pour obtenir faire de la surface qui est donnée par la révo- 
lution de la même courbe, je la considérerai comme la limite 
de la somme des aires des troncs de cône, décrits par les côtés 
d’un polygone infinitésimal inscrit. Soit PP' l’un de ces côtés, 
l’expression de faire sera 

^ ^circonf. MP t- circonf. M' P') PP' -- r/yj fis, 

ou simplement nzyds aux infiniment petits près du second 
ordre. La somme des éléments ainsi déterminés entre la li- 
mite x — a et x — b, c’est-à-dire l’intégrale 

. S - air f y fis, 


sera donc faire de la surface résultant de la révolution du 
segment de la courbe y— f{x) autour de l’axe des abscisses. 
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Soit, comme exemple, l'ellipse 

x’ r 1 
a 1 “*■ b 2 ~ 1 ’ 


on aura 


donc 


, , / /rfrV » byfa i —(n 2 — A 1 )-* 1 

«j = «xt / n- 1 -j- ) = «x ; 

V V**/ «/ 


yd* = -j y a' — A" ) xVx. 


Si l’on suppose a> A, de sorte que l’ellipsoïde ait été en- 
gendré par l’ellipse tournant autour de son grand axe, on écrira 



et l'intégrale à obtenir sera celle qu’on a déterminée (p. 3go) 
pour l’aire d’un segment de cercle. En prenant pour limite 
inférieure zéro, on trouvera donc 


S = 


Ttbx^tt'— [ii * — b 2 )x* 
a » 


z/j*A n’x 

V'V - A 1 arC 8in ' 


Si l’on suppose en second lieu 6><i, l’ellipsoïde est de ré- 
volution autour du petit axe, et en écrivant 


S " 



-+- x Vx, 


on est ramené à l’intégrale dont dépend la rectification de la 
parabole, de sorte qu’il vient, en prenant encore zéro pour li- 
mite inférieure, 

_ nbx i/o 4 -!- ( b 1 — n 1 ) x 3 ira 1 !) , x i / A ! — «’-+■ \/fi'-+- ( A ' — t?) x’ 

S = " \ i ■ log — ï — 

« y 1 b’ — a 1 a 

Je ne m’étendrai pas davantage sur ces applications du 
Calcul intégral, et en renvoyant aux Ouvrages déjà cités de 
M. Bertrand et de M. Serret, où elles sont traitées avec de 
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grands développements, je passerai à un dernier point, qui a 
pour objet le calcul numérique des intégrales définies. 

Évaluation approchée des intégrales. 

Les méthodes d’approximation sont de la plus grande im- 
portance dans le Calcul intégral, à cause du petit nombre de 
fonctions qu’on peut intégrer sous forme finie explicite. 
L’une des plus intéressantes est celle que Gauss a donnée 
dans son célèbre Mémoire intitulé : Methodus nova inlegra- 
lium valores per approximationem inveniendi ( Commentaires 
<!e la Société royale de Gottingue, 1 8 1 5 } ; je vais l’exposer 
succinctement en commençant par la remarque suivante. 

I. Supposons qu’entre les limites a*, et X une fonction /(x) 
soit développable en série de celte manière : 

/(■*) = h 

les termes u„ étant des fonctions continues de x, et le 
reste r„ s’annulant pour n infini, je dis qu’on aura pour toute 
valeur de la variable comprise entre x, et X le développe- 
ment en série infinie 

f f(x)dx= Ç U'dx I itplx-t- I dx -+•.... 

Effectivement, l'expression proposée de f{x) donnant 

J *x px px px px 

f(x)dx — I iiylx -+- / ii t dx | U'ftx -h f r„dx, 
x 9 J x 9 J x 9 Jx 9 Jx % 

il suffit de prouver que I r n dx — o pour n infini. On y parvient 

J*» 

à l’aide d’une formule importante que je vais établir. Partant 
de la relation 

f(x) =f(x,)-h[x - x, )/’[>,-+- 9(x — X,)], 
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donnée par la série de Taylor limitée à ses deux premiers 
termes, j’observe qu’on peut écrire 


/(*)-/(*.)= f fi*)' 1 *, 

J X, 


de sorte qu’il vient 



itx = {x - x, )/’ [x, -4- 9 (x — jr,)], 


ou, en mettant f(x) au lieu de la fonction quelconque 
et posant \ = x,-\-6(x — x.) 


f X f(x)dx = (x-x,)m. 
J X. 


Cette quantité \ est intermédiaire, comme on voit, entre x , 
et x, de sorte qu’en appliquant ce résultat à l’intégrale de 
r , dx nous aurons 



= (- r -- r .)p.. 


p, désignant ce que devient r„ pour x ~ mais on a admis 
que r„— o pour n infini; on a donc également p„= o, ce qui 
démontre la propriété annoncée. Ajoutons que, si la série 


supposée convergente pour les valeurs de x comprises entre 
x, et X, devient divergente pour x — X, l'équation 

j ff(x)(lx= Ç n t tlx -+- / u t dx-h... 

X, J X, J X, 

aura lieu pour x = X — e, si petit que soit e. Or les deux 
membres sont des fonctions continues de x, ayant constam- 
ment la même valeur; leurs limites pour e — o seront donc 
égales, pourvu que la série du second membre soit conver 
gente. 
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J appliquerai ce qui précède aux développements 


? 

T” JC * 


• X — X 9 


— - = 1 

y'i — x“ ‘ x 


i.3 4 j. 3. 5 

-4 X H X 

a . 4 a. 4.6 


qu’on tire de la formule du binôme, et qui seront conver- 
gents pour x compris entre zéro et l’unité. En intégrant les 
deux membres, et prenant pour limite inférieure des inté- 
grales zéro, nous en conclurons 


arc tangx rr 


arc sinx =■ x h — 
a 



■r 5 i,3 j 1 i.3.5 x’ 

3 2.4 5 a. 4. 6 7 


la variable étant inférieure à l’unité. Pour x = i, les dévelop- 
pements de , et cessent d’avoir lieu ; mais, les 

séries obtenues pour arc tangx et arc sinx étant alors conver- 
gentes, on trouve que (*) : 


arc tang i - - ^ 
4 


JT 1 1 

arc sin i — - — i -+- - ■= 

a 2 3 


1 1 1 

r + j h . . . , 

3 5 7 

1 . 3 1 ,3.5 i_ 

2.4 5 a *4 -6 7 


Considérons encore l’intégrale 



d.r 

y^(i — x’) ( 1 — X’x 1 ) 


qui est la fonction elliptique de première espèce. En suppo- 
sant la constante et x non supérieur à l’unité, on 


(*) La série de Maclaurin donnerait difficilement les développements de 
arc tangx et arc sinx, que nous tirons immédiatement du Calcul intégral, h 
cause de l’expression compliquée des dérivées d’un ordre quelconque de ces 
fonctions. ( Voir sur ces dérivées le Traité du Calcul différentiel et du Calcul 
intégral de M. Bertrand, t. 1, p. i.{3.) 
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aura 


1 1 ,, 

-- I H A 1 

|/l - A’x 1 2 


2.4 2.4.6 


et, par suite, 

1 _ 1 1 4- 3 x’ i.3 4*x' 

v^l — -A' 3 )! 1 — Â’x 1 ) v /,— x ‘ 2 y/ 1 — x 3 2-4 y/ 1 — X 1 

1.3.5 /‘x* 

-* 7 — p — - -+- • . • • 

2 .4 .6 y , _ j .2 

Nous en conclurons 



dx 

x 3 ) (1 — k‘x‘ ) 


r x dx 
J a y' i — x 1 


1 Ç x x*dx 

2 J a y / 1 — x 1 


1.3 , . f* x'dx 
2 * 4 J o y/ | — X 1 


et ce développement, subsistant pour x = 1 , donnera la for- 
mule suivante, employée en Mécanique dans l’élude du pen- 
dule, savoir 



On trouvera semblablement pour la longueur du quart de 
l'ellipse 




et nous voyons que, la première intégrale étant désignée par F, 
et la seconde par E, suivant la notation de Legendre, on aura 


ou bien 




= -F, 



F, 


relation qui joue un rôle important dans la théorie des fonc- 
tions elliptiques. 
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II. La méthode d’évaluation approchée des intégrales, re- 
posant sur le développement en série convergente de la fonc- 
tion à intégrer, est donc restreinte au cas où l’on possède un 
tel développement. Or le théorème de Maclaurin, qui donne 
une formule générale de développement, exige la formation 
des dérivées successives de la fonction, et entraîne le plus 
souvent dans de longs et pénibles calculs, même dans ces cas 
si élémentaires des expressions arcsinx, arctangar. A la vé- 
rité on peut, à l’égard du reste, s’affranchir des discussions 
que nous avons faites, en considérant les fonctions (i -+- x) m , 
log(i -4- x), par ce beau théorème de Cauchy, savoir : 

Toute fonction sera développable en série convergente, sui- 
vant les puissances entières et croissantes de la variable, si le 
module de cette variable est inférieur au plus petit module 
des valeurs qui rendent la fonction discontinue (*). 

Mais le calcul des coefficients subsiste avec toutes ses diffi- 
cultés, et nous allons maintenant montrer de quelle manière, 
en admettant seulement la possibilité du développement, on a 
entièrement réussi à l’éviter. 

Soit l’intégrale proposée 

rfi 

d fit 

les limites étant finies, et la fonction <p(.r) étant développable 
en série convergente depuis x = a jusqu'à x — $, de sorte 
que l’on ait 

f (x) = j + 

Je désignerai par a, b,.... I, n quantités arbitraires com- 
prises entre a et (3, et je vais prouver qu’on peut obtenir pour 
les coefficients A, B,..., L des valeurs indépendantes de la 
nature de la fonction y{x), et telles qu’on ait 

f <f(x)dx = Ly{/) -+- R-h. . . , 

J « 


(*) Serret, Cours de Calcul différentiel et intégral , 1. 1, p. j8o. 
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R devenant nul lorsqu’on néglige les quantités k n , k„+,, 
dont l’indice est égal ou supérieur à n. 

Effectivement, on a, d’une part, 

£%(*)* = (P - •) *. + ^ + ^r- *,-*-■ • ■ •• 

et, de l’autre, 

A Ÿ («) -h B ? (é) ♦ L ? (/) - X, (A + B+... + L) 

-t-X,(A« -*-B6 -+-... -t- U) 

-t- X, (Art*-)- Bè -t-.. .-t- L/*) 


de sorte qu’on réduira R à contenir seulement k„ h\+ en 

posant les n équations linéaires 

P — a — A -i- B+...+ L, 

— - An -+- Bi L/, 

2 

---- An 5 4 - B b 1 +- ... -4- L/’, 

= An"- 1 -i- B 6— -r . . . T- L /"■ 
n 

Ces relations, où n’entre rien de relatif à la fonction ?{.r), 
déterminent donc A, B,..., L en fonction de a, b,..., I des li- 
mites a, (3, et la valeur approchée de l’intégrale se calculera 
au moyen des n valeurs de celle fonction, <j>(a), <p(A),.... 

sans employer son développement en série. Voici main- 
tenant une importante remarque de Gauss. 

III. Multiplions la première égalité par la seconde par 
—,>•••> et ajoutons membre à membre, il viendra 


fi fi 1 fi" a a» a" 

x -ix 1 ' " nx" x u‘ ' ' ‘ «x" 
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On reconnaît dans le premier membre le développement de 


"«O -;)-"« (*-£)' 


en négligeante^) — — >•••> et, dans le second, les expres- 
sions telles que 

i a n* +l 


x x‘ x“ 


donnent - > en négligeant de même les puissances de ^ 

supérieures à la n Umt . Il en résulte une détermination sous un 
nouveau point de vue des coefficients A, B,..., L, par cette 
condition que la fonction rationnelle 


A 


x — a 





A 


x — a 


et la quantité tianscendante 


■og (•-£)- 'og(.-®) '°g(r^) 


aient, aux termes près de l’ordre le même développe- 
ment suivant les puissances décroissantes de x. Je dis de plus 
que, en parlant de celte égalité, 




x — a x n 


i 

r * t i 


où £, sont des constantes, on peut retrouver l'expression 


de l’intégrale définie proposée Ç y(x)dx, et calculer la va- 
leur de R qui donne la mesure de l’approximation. Représen- 
tant à cet effet log par f — » j’observe qu’on aura, 

X P J a, X X 
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en développant suivant les puissances descendantes de x, 



Cela posé, je multiplie par y(x), et j’égale dans les deux 
membres les termes en - • Dans le produit 


+ ? + J' + "•) ***' ■+••••)» 


le coefficient de - est 
x 




le même calcul donne ensuite <p( z) sous le signed’intégration, 
et la partie — - 4- conduit à la quantité 


1 k n ■+■ i'/, +l -I- «*Æ, , , -+- . . . , 

de sorte qu’il vient 

I <t(z)ctz = Y A?(a)t- i/.-r- 
J p 

ce qui est le résultat qu’il s’agissait d’obtenir. 

IV. Jusqu’ici nous avons laissé entièrement arbitraires les 
quantités a, b,..., I ; or l’objet essentiel de l’analyse de 
Gauss est de les déterminer de manière à ne laisser subsister, 
dans la valeur de R, que les coefficients de <?[x) de l’ordre le 
plus élevé qu’il sera possible. Ayant, comme on l’a vu, 

on disposera donc de ces quantités, qui sont au nombre de n, 
de manière à avoir e = o, e* = o, . . . , e* -1 = o, et il en résul- 
tera cette expression 
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où figurent seulement des termes d’indice égal et supérieur 
à in. En se fondant sur la théorie des fractions continues, 
Gauss conclut alors immédiatement de la relation 


loi 


x — x 
> x — p 


=2 


A_ 
x — a 


x“~' 


,(«+!) 


-h 


que les fractions rationnelles^ pour n — t, i, 3 ,... 


sont les réduites successives du développement de log 


x — p’ 


dont la loi générale est aisée à obtenir. Ne devant rien em- 
prunter à celle théorie, je vais parvenir aux résultats de l’il- 
lustre géomètre par une autre voie, en les déduisant des pro- 
priétés les plus simples des polynômes X„de Legendre, dont 
j’ai précédemment donné déjà la définition. 

Je rappelle, à cet effet, qu’on a, en désignant par N une con- 
stante, celle expression 


X„ - N 


.rf’(.r’ -li 


iU H 


d'où résulte d’abord que toutes les racines de l’équation 
X„ = o sont réelles, inégales et comprises entre — i et i. 
Nous en avons ensuite tiré l’équation différentielle du second 
ordre (p. 210), 

, . ></’X. r/X. . , v 

(■r’— 1) -7— r -+- IX—, n{ n -f- I ) X — o . 

' r tc‘ flx 1 “ 


/ dx 

- nous a donné un 

(■*’ — a' y*' 

F f x ) 

polynôme entier F„(x) (p. 278), tel que le quotient—.-, — * 


ordonné par rapport aux puissances décroissantes de la va- 
riable, coïncide avec la série 


l0 K^r) = î (ï 


àx' ' + ‘ 



aux termes près de l’ordre 


En supposai! l 


a — * » P * ) 
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on voit que la fraction rationnelle 


y _A_ 

Âmk X — a 

sera précisément 

F„(x) 

X. ’ 

par conséquent nous devrons prendre pour les quantités a, 
b,..., I les racines de l’équation X„=o, et la théorie de la dé- 
composition en fractions simples donnera pour les constantes 
A, B,..., L, en posant X„= F (x), les valeurs suivantes: 


A 


F >! 

F»’ 


R F -( A1 


L = 


F .(/) 

F(l) 


Elles dépendent du polynôme F„(^r ) dont nous avons donné 
l’origine, et qu’on obtiendrait d'une manière plus simple et 
plus directe, en remarquant qu’il constitue la partie entière 
en x dans le produit 


X.log 


X •+• I 

X — I 



I I 

x 3x* 



mais nous allons en donner l'expression au moyen de la dé- 
rivée de X„. 


IV. Déterminons la constante N dans l’équation 


X.= N 




<lx" 


par la condition X„ = i pour x — i , et en posant 

X„ = F (x) ; 

considérons, pour la décomposer en fractions simples, la 
fraction rationnelle 

I 

Les seules racines du dénominateur qui ne soient pas dou- 
bles étant i et — i, je ferai 


■ 

{"«'-■ -OFV) 


a 6 

X — 1 X -H I 


A _ B _ _L_ 

(x — a) 1 ^ (x — b ) 1 ' ’”^(x-/)’ 

A’ L' 

x — a 1 x — b^ x — l' 
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449 


ou, pour abréger, 


+ JL. +' V [ . A 

(l— X')F J (X) X— I X l jmâ |_{X — tt) J 

Cela étanl, on a d’abord 

_ i e _ i 

a— îF‘(i)’ ” ~ aF’t — ij’ 

el, par suite, 

O. — , P — -> 

•A 'A 

car on a supposé F(i) — i, et F(x) renfermant seulement des 
puissances de x de même parité; F’( — x) a la même valeur 
que F’(x). 

Soit ensuite x —a-'n/i, A el A' seront les coefficients des 
termes en A e t } dans ] c développement du premier mem- 
bre, suivant les puissances croissantes de cette quantité. Or 
on a 

1 ! 1(1 . 

i— («-t- A ) 1 i — a 1 " r (i — «“)’ ^ ' ‘ ‘ ’ 

i i _ F'U) i 

F'la-t-A) F'(fl) h 1 ’’ 

et le produit des seconds membres donne immédiatement les 
valeurs 

A _ ' ( «* — i)F*(a)-i-a/iF'(a) _ 

— (i — à‘)V'[a)' (i — «*)■* F'*(« ) 

Mais l’équation différentielle 

(x 5 — i) F’(x) -+- axF’(x) — n[n -f- i) F(x) = o 

nous montre, en y posant x — a, queA" = o, de sorte qu’on 
parvient à l’égalité suivante 

(l — x J ) F'(x) ~ a\x — i x — i) — a 1 ) F" (a) (x — a) 4 " 

l rf Partie. 20 
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En intégrant, elle donne 

(' x tir i , x -i- 1 ’Çi i 

J» f— 

puisque le second membre s’évanouit pour x =<x > . 

Or, en développant l’intégrale suivant les puissances dé- 
croissantes de x, on aura, F(x) étant du re'**"* degré, une 
série de la forme 

À V 

d'où la relation 

loe (x - = 2(i-« , )F J («)(-r— a)^ x Ur ' ^ x**" ^ ‘ ’ 

et l’on en tire, comme nous avons vu. 


si l’on pose 


'P 


V. L’intégrale / <f(z)dz, prise entre deux limites quel- 

J tX. 

conques, que je supposerai finies, se transforme, en posant 

.«Lüï + Ezl?,, 

2 2 

dans celle-ci : 


à laquelle s’applique donc la méthode d approximation que 
nous venons d’exposer. Celle méthode exige la connaissance 
des racines a, b,..., I des équations X„ = o, et les valeurs des 
quantités correspondantes 


i a n a 


L-= 


i — /*) F**(/) 
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On les trouvera dans le Mémoire de Gauss, auquel je renverrai, 
calculées respectivement avec dix et quinze décimales, et je 
me bornerai à remarquer qu’ayant, dans les cas den = i, 2, 3, 


X, = ■*. X, = 


3-r’-r 


v 5x* — 3 j- 
— » 


on en déduit, pour les expressions approchées correspon- 
dantes de l’intégrale, 

i° 



P — « 

a 



3“ 


Myyvül- 


Gauss a fait l’application de sa méthode au calcul du loga- 
rithme intégral J * pris entre les limites a. = 100,000, 
(3 = aoo,ooo, et trouve ainsi 


Pour 

n — a 

8405,95^599 

Pour 

« - 3 


Pour 

n = 4 


Pour 

/i - 5 


Pour 

n — 6 


Pour 

* = 7 



A cette occasion, je ferai observer que la partie entière de la 
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valeur numérique de celle intégrale donne très-approximative- 
menl le nombre des nombres premiers compris entre les deux 
limites; car, d après les Tables, il y a 9592 nombres premiers 
de i à 100000, et 17984 de 1 à 200000; or la différence est 
8392; c’est, à 14 unités près, le nombre 8406 qui est donné 
parle logarithme intégral. 

VI. Les intégrales définies de celte forme 


r+’ 

J-, >/*-*'' 


qui s’offrent souvent, donnent lieu à une méthode spéciale 
d’approximation qu’il convient d’indiquerpour sa simplicité, et 
aussi afin de donner un second exemple des considérations 
précédentes. 

Soit F(x) le polynôme entier de degré n, défini par l’égalité 


on aura 


F(x) = cos«(arccosx), 


F'(x) = n sin//(arccosx) , 

y/ 1 — x 1 


et, par conséquent, 


F' ( x ) = n 


FÏ --FV) 

y/ï-x’ 


Or de là résulte une approximation du radical — par 

V x *— 1 

une fraction rationnelle, car on peut écrire 

1 _ F'(x) r il"* 

y/x*— 1 «Fyx) L' F'(x) J 

F'(X) r « _ |_ k3 _i_ 1 

//FixjL 1 a F'(x) ^ 2.4 F‘(x) + ” J’ 

et, en observant que le développement suivant les puissances 


; 
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décroissantes de x, la quantité 

F'fx) T ■ _t _j_ T 

*F(x) (_■! F(x) 4 a. 4 F* (x) 4 

est évidemment de la forme 

\ i V A* 


nous poserons, en conséquence, 

_i _ f’(j) * v 

y/jT’—T "F(X) ' x" 1 - x 2 "» 1 


Cela établi, je rappelle que l’on a 





de sorte que l’égalité précédente devient 


l r + ' <tî F'(.r 

7t J_ l (x— z) y/l — z 1 u F( J 


U X 


•’(*) X'"‘ x 1 " 1 ' ■ ’ 

F' 

il en résulte, en décomposant en fractions simples 

et désignant, à cet effet, par a, b,..., I les n racines de l’équa- 
tion F(x)= o, celte relation 



<lz 

(x — t) /l — z‘ 





Or il suffit maintenant de multiplier les deux membres par 
la fonction 


<j(x) = X,-+- li,X -+- . .-f- /„x J, -t-. . . , 
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et d'égaler ensuite les ternies en - pour en conclure 


i v iW+ r. 

"1, 


si l'on pose 


R = U, 


rx- 


C’est la formule d’approximation pour l’intégrale que nous 
avions en vue; elle prend une autre forme qu’il importe de 
remarquer, en changeant de variable, et faisant x — cos9. Ef- 
fectivement on a alors 

F(.r) — cos «9, 

d'où l’on voit que les racines a, b,.. I sont données par l’ex- 
pression 

(aX- 

cos — 

a n 


pour k = o, i, a,..., n — 1 ; nous obtiendrons, en consé- 
quence, 




itR. 


Soit, comme application, l’intégrale 



sin^ ■+■ é'cos 7 9f/6, 


qui représente la moitié de la circonférence de l’ellipse 
x — a cos Q,y— b sin 6. En faisant \jx‘-\-y , ~ f[ 0), et remar- 
quant que/(7r — Q)=f[B), on obtient facilement celte con- 
séquence, que le périmètre de l’ellipse est donné approxima- 
tivement par une circonférence de cercle, dont le rayon sera 


Pour « — a 

- •'(!)• 

Pour n — 3 

... i[/(.)w(:)], 

Pour n - 4 

- m<x)} 
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et ainsi de suite, l’erreur étant, en général, de l'ordre d’une 
puissance de l’excentricité égale à 2 n. En terminant, j’indi- 
querai, parmi plusieurs travaux intéressants sur la question des 
quadratures, le Mémoire de M. Chrisloffel, où a été donnée 
pour la première fois la détermination des constantes A, B,... : 
Ueber die Gaussche Quadratur und eine Ferait gemeinerung 
ilerselben(Journal de Crelle, t.55, p.6i)et celui deM.Mehler: 
Bemerkungen zur Théorie der Mecanischen Quadraturen 
( Journal de Crelle, t. G3, p. i52). 


FIN DE LA PREMIÈRE PARTIE. 
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